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МРЕЖА ГЕН ЧЕН, FUE SORDUBCRE URS. 
ал ӨШ х. ИМИ, 
命题 的 积极 性 得 到 了 很 大 的 调动 , 初 数 研究 的 潜力 受到 了 很 
Xm. 

RA fra E fh BHI TEE Ж EAR и, 
FREEK MARE ВЕНЕВ Ei HE кат 
来 有 自 , 有 其 深刻 的 背景 。 

数学 是 一 个 有 机 联系 的 整体 。 有 人 认为 “奥林匹克 数学 ” 
赴 来 越 独 立 , 既 不 同 于 初等 数学 ,也 不 同 于 高 等 数学 .但 是 ,我 
们 不 能 不 感到 ,奥林匹克 数学 "与 初等 数学 ,高 等 数学 的 关系 
越 来 越 密切 , 它 以 高 等 数学 思想 为 灵魂, 以 初等 数学 知识 为 载 
体 , 使 三 者 成 水 乳 交 融 的 和 谐 状 态 。 

实际 上 ,当代 的 任何 数学 都 不 可 能 是 无 本 之 木 . 无 源 之 
水 。 

数学 大 师 对 数学 有 不 配 的 建树 ,凭借 的 是 他 们 有 和 独到 的 
数学 思想 方法 这 些 思想 方法 ,在 初等 数学 知识 能 够 承受 的 前 
提 下 ,或 隐 或 显 地 大 量 地 渗透 到 竞赛 中 .综观 一 百年 来 大 量 的 
竞赛 试题 ,不 难 发 现 这 一 点 。 

本 书 通 过 归 燃 整理 ,揭示 一 些 试题 的 背景 , 暴 现 它们 的 思 
想 渊源 ,提供 给 读者 一 个 与 大 师 们 进行 "思想 交流 "的 机 会 .在 
ТИЯ КРАНЕ 


能 起 到 一 块 垫 脚 石 的 作用 。 本 书 还 介绍 了 不 少 与 竞赛 题 有 关 
的 ,至 今 尚 未 获 解 决 的 数学 问题 。 有 兴趣 的 读者 可 就 这 些 同 题 
一 试 身手 欲 与 大 师 试 比 高 ”。 

“一 个 人 如 果 要 在 数学 上 有 所 进步 ,他 必须 向 大 师 们 学 
习 , 而 不 应 向 徒弟 们 学 习 。”[ 阿 贝尔 (Abel ,1802 一 1829) 语 ] 
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TZ. звена. 
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【试题 1 

Ші 在 任意 给 定 的 三 角形 的 每 边 上 向 外 作 顶 角 为 120” 
的 等 大 三 角形 ,构成 一 个 六 边 形 .证 明 : 连 结 这 些 等 腰 三 角形 
中 不 属于 原 三 角形 项 点 的 顶点 ,成 一 等 边 三 角形 。 

《美国 ,1956) 

2 кана A. 
C 分 别 是 正三 角形 XBC.YCA, z 
ZAB 的 重心 ,求证 ; 


а) ах 
DERI 
Ф ВС = АХ, 
ii у“ B 
(3) ДАВС 为 正三 角形 , 
《南京 ,1978) 


Юз 给 定 一 个 圆周 ,要 求 
FE ER CFE E RO, HEXEN 
周 四 等 分 。 (上 海 1956) 


[HR] 

题 1 588 2 的 实质 是 一 样 的 . 题 2 中 的 正 ДА ВС KA 
外 拿破仑 (Napoleon , Bonaparte, 1769 一 1821) 三 角形 . 

者 信任 意 三 角形 48C 向 内 作 正 AX'BC.Y'CA 与 
РАВ, 形 的 重心 分 别 记 为 4".B".C", 则 ДА"В"С" 
也 是 正三 角形 , 称 为 内 拿破仑 三 角形 。 

拿破仑 三 角形 有 不 少 趣味 的 性 质 , 见 本 丛书 的 《数学 官 趣 
üt» 与 4 平面 几何 思维 训练 )。 

题 3 是 拿破仑 提出 ,向 法 国 数学 家 征 解 的 问题 .解法 见 本 
处 书 K 数 学 宫 趣 游 } 。 


二 数字 魅力 ”竞赛 趣 题 


【试题 1 
Ші КІЯ 
49,4489,444889 ,44448889，… 
中 每 一 个 数 都 是 完全 平方 数 ， 《莫斯科 ,1964) 
Ш; ту 一 11…1 22…2 REEF ER N. 


= 


ж. 


ni АТК 
GR ЖОКЕ. Ent 届 ) 


ms 已 = (lll — 2220 为 自然 数 ), 则 
m+ ат 
(AP 为 无 理 数 ,(B)P = пе] (ОР = 22-52. 
(DP = 333, (ВР = 77…7 
Ж.С 2.198394) 
Шт 若 数字 z(z 天 0) 和 ,对 任意 的 自然 数 ” ,都 使 


ynya‏ 6 چچ 


nî w£ 
个 完全 平方 数 , 求 所 有 的 工 和 у. «ебал 
ms жїда, ЕЖЕН 


《莫斯科 ,1940) 


Un 
题 4 至 题 ? (STORIE RUT aby КИ 
ab, zayb,zrayyb 
中 的 每 一 项 都 是 完全 平方 数 。 
定理 : 当 且 仅 当 存在 整数 Eg 
002 + 6) = (107 + 0* 
== 


о» 


ЕТЕР 
у= 1059 п) 


时 ,数列 (1) 中 每 项 均 为 完全 平方 数 ， 
这 样 ,类 但 这 组 题 的 例 有 ， 
1…102…24 = 3:32" 
1…108…89 = 3-33! ОШ 6) 


dis) 


GRO 
ая” 


ain 


nf nf n 
题 8 源 于 这 样 的 问题 ; 求 自然 数 n (EE PT E IO OS 
SERI. 
gn (UN. Nn = 1 或 2, 即 1! = 1.2! = 2, 
рге 


地 不 能 是 两 位 数 。 

题 8 是 考虑 n 为 三 位 教 的 情况 .存在 唯一 的 ”= 145. 
145 = па +. 

可以 自明 n 不 能 是 四 位 数 . 

1964 F€, А АРЕ CR. S. Dougherty) RR =k 
样 的 五 位 数 ,40585 = 41 十 0! +51 + 81 + 51. 

有 没有 其 他 的 自然 数 "这 是 一 个 尚未 解决 的 问题 

古 希 腊 哲 学 家 、 数 学 家 普 洛克 拉 斯 (Proclus,410 - 180) 
H ILI Ii Cr 

ЖЕНЯ МЖ НЫ ts C bf а 
几 例 供 参考 ， 

а) 考虑 a8 аке + ви: 
153=1 +89 +37, 30=%+7+0, 
31 = 3+7 +1, 407= 4+0 +7, 

1634 = 1° + 6 + 3! - 4,8208 = 8 +240 +8. 


4679307774 = 41° + 6” + 71° + 9" + 39 + 010 + то 

PPEP, 
(2) gabl = (а 十 5 十 … + DO. RIIH, 

512 = (5 +1 +2), 4913= (4 +9+1 + 9 

19683 = (1 + 9 + 6 + 8 + ЗУ, 

11210368 = (1 +7 +2 +1 +0+3+6+8», 

34012224 = (3+4 +0+1+2+2 +2 +49, 

612220032 = (6 +1 十 2 十 2 十 2 十 0 十 0 十 3 
КЕЗГЕН 


三 等 式 名 不 见 经 传 
作 坛 题 源源 不 断 


【试题 】 
Ho 計算 V31X30X29X28 二 1 
(美国 ,1989 ,邀请 赛 ) 
Жо EP = /1988 X 1989 X 1990 X 1991 +1 
— 1989 АР ВА > 
СА) 1987 (В) 1988 (С) 1989 (0) 1990 
《第 一 届 希 望 杯 , 全 国联 赛 初 二 
жи Яя ./1991 X 1992 X 1993 X 1994 +1 
- 1992 
(天 津 ,1991, 初 二 ) 
Ші ” 试 证 : 任 六 四 个 连续 自然 玖 的 乘积 与 1 的 和 的 算 
术 平方 根 是 一 个 自然 数 。 СЕМ 1962) 
Шіз ”求证 ,四 个 连续 的 自然 教之 乘积 不 能 表示 成 整数 
平方 的 形式 。 《匈牙利 ,1923) 
Ши 设 a 十 6 十 c= abe ЖЕ: 
га – (1 — ¢) + 6(1 — a)(1 — г) 
+ e(1 — a) — bî) = даће о 
・6・ 


《武汉 ,1957,1978) 
Ші5 СЯЛАВСЮЗАВНЕЙ чА, ав ас М 
RIODUA + gB +С 一 一 1, (DA + В+ с 
=- №1, ЖА. В.С. CEW 1983 
题 16 设 sin4 + sinB + sinC = сова + cosB + cosC, 
求证 :cos34 + cos3B 十 cos3C = Зсоз(А + В + С) 
sin34 + sin3B + sin3C = 3sin(A + B + C) 
《武汉 ,19587 
Ші? ir. € Q. =2,r+ yt + 2" 0 ЖЕЛЕ 
Жилье О 
(z + yt + su + vt + оу = 1 
(伊比 利 亚 美洲 ,3 ЛЕ) 
题 18 求证 :任何 整数 都 可 以 表示 成 五 个 整数 的 立方 和 


的 形式 。 《苏联 ,1977 ,大学生 ) 
题 19 求证 :存在 无 穷 多 个 整数 ,它们 不 能 写成 三 个 整 

数 的 立方 和 的 形式 。 《莫斯科 ,1959) 
WR] 


至 13 源 自 恒等式 : 
ala + (r + DOr + + 1 = G* 317. 
大 14,15 WA FEEF: 
Hos BY ERES, MAKE, EL OUS o + B+ X IAE 
数 倍 时 ,等 式 
tga + tg + tg = tga » tgh «tg 成立 。 
sg 


题 16.17 源 自 便 等 式 : 
a" + P + — Sae 
= (a + b + c) (at + b! + 6! — ab — ће со) 
тазғько. (P0 - ot * (cay 


z 
a 

жавжажи 
ニテ キキ セー リー デー で (©) 


#®1 
(9) 869 
a0 13 
QD 1991 
аза 为 自然 数 , 则 
(at + 3a)? < aa + Dla + 2) (a + 3) 
< (e ++ 
(14) Фа = tga,b = tg f .c = tgY Па + + 7 = ма 
为 整数 ), 式 (1) 等 信子 
тада 十 tg28 + 1427 = 1820 + 1428 ，tg27 
(15) 由 背景 所 述 定 理 得 tg4・tgg・tgC 
中 取 a = лав Вос = tgC 得 
ҢА -tgB + tgB * tgC + С IgA ニー ССКА 


за. Је Фе zd 
tgC XS YF gr — чт + у = 0. (т + 1)(х—-у)(т 


ーー o RAT A.B 


ASISTE cg arg T. 


аө ЖО» 中 ,分 别 取 a = cosA + isinA b = созВ + 
ївїпВ,с = cosC + isinC, 

ат Жо) фа = 2,6 ж.с ==" вне, 
— b)! + Ф— e + (e — a)! J = (z! — 2yz) + (22 — ху 
+ (O — zz) £ 0, JT r = a! + b + с — 3a ВЕНА 
Waka = Pie, = ی ج‎ ,得 证 。 


2r 


аю 因 对 一 切 整数 "REN. RC) 中 取 = 


пя + е + ге + (—х—1)#+(1—г)У', 

(19) 对 任何 整数 z,z = 0, 十 1 或 一 1(mod9), 故 对 任 
METER Lo 

m +y += =0 + 1, + 2, +3 — 1, — 24 
一 3mod9), 从 而 , 形 为 9% 土 4(4 为 整数 ) 的 整数 不 能 表示 为 
三 个 整数 的 立方 和 , 

注 : 由 题 18\19, 自 然 地 要 问 , 是 否 每 个 整数 都 能 表示 为 
四 个 整数 的 立方 和 ?这 是 一 个 尚未 解决 的 著名 问题 。 


4%. 


等 式 名 垂青 史 
Бо ЖЕ И 


【试题 】 
Шю барса ШЕИ, Низа + Ь,л = e + 
d' JM тп 也 可 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 ,其 形式 是 :mn 一 
. (全国 初中 联赛 ,1986) 
Ші 毎 一 條 具有 形式 < が 十 ど ビ + od + da 的 式 子 
可 以 用 至 少 两 种 不 同 的 方式 表示 为 两 个 平方 的 和 ,并 求 满足 
= +y 
= 44? X 10° + 10° X 33 + 33' X 5* + 5' X aet 
5j z > y fB Pi ЕНЕН Goo 中 的 任何 一 对 。 


(纽约 ,1977) 

Ші Мар ући НИ +5 = 1, + 

= 1 ЖЕ [ах + by| < 1, (成 都 ,1963) 
E RIPE rt + у° = 二 十 有 无 数 多 组 正 整数 
ту Су) = 1. 《英国 ,1985) 


та 设 Ne 是 非 负 整数 集合 ,了 E N, — Ne 的 函数 , 满 
Ж/а>>0, ЖЕ тя € No H Лот + nt) = Лт) 
+ Ло) ЛЕ Ло) = n(n € No)。( 国 家 集训 队 试 题 ,1995)7 

Ші 设 4 是 正 整 数 ,m = 2 + 1.r Jk — 1 = О 

510. 


实数 复 根 , 则 存在 整 系数 多 项 式 РО) 00) 8 Po) + 
ох” ( 普 特 南 ,44 Ж) 
moe im. 存在 无 限 多 个 自然 数 。. 有 下 列 性 质 , 对 任 

PAREN = n 十 4 都 不 是 素数 。 
(IMO, 11 58 .1973) 


Br ж 


(10* + 324)(22° + 324) (34' + 324)(45* + 324(58' + 324) 
(⑭ + 32 (16€ + 324) (08° 十 324) (40° + 324 (52 + 324) 


GRE, 1987 ЖИР 
Hos 式 
e Lya و‎ све dye 1 “+1 
аъ рч + цв + + 00 +) 


ИЕ FE СРР EN СРЕ 
EDE FAN RL DER 
表示 的 数 是 一 个 正 整 数 ,这 个 正 整数 是 . 
《江苏 ,1991) 


题 29 n NERM RAA 
= "2 + 2) Da 


на. АМО ,10 в) 
Вю == arl DG — 2) (rn FD, (n= 
12, uno = 1, 求 证 :对 一 切实 数 z y. ER. 


《杭州 ,4 届 , 初 中 ) 


CR] 
题 20 至 25 J 5 3 НАЯ 35 ¥ (Fibonacci ,1170 一 
1250) 恒等式 
Ре + d') = (ас + bdY + (ad E be" (1) 
有 密切 联系 。 
题 26 至 28 则 源 自 下 述 两 个 本 质 相同 的 定理 ， 
哥 德 巴赫 (Goldbach,1690 一 1764) 定理 : 对 一 切 整数 x 
лат је. 
吉 梅 菌 (Germain,1776 — 1831) 定理 ,对 一 切 整数 "> 1, 
n АНЯ. 
实际 上 ,利用 人 恒等式: 
ray 
= (z! + Фту + ду) С! — 2ry + дуд [n] 
即 可 证 明 上 述 两 个 定理 。 
题 29 是 赫 密 特 (Hermite,1822 一 1901) 恒等式 
[z+ [z+ ве + 2 +] (ак) の 
的 直接 应 用 。 
12. 


Ж 30 所 求证 的 等 式 称 为 若 兰 (Norjlund) EER. 
ф-ка Dr н 1) он ин), = 
1. 则 对 一 切实 数 ry BA 
G + y) = Сую a 
= 
RU) Я AFBI (Vandermonde ,1735 — 1796) 恒等式 
这 两 个 恒等式 在 形式 上 与 著名 的 牛顿 (1 Newton. 1642 
1727) 一 项 展开 式 相似 : 
(r+ = СУ 
Bi 31 与 32 W Ë =k Я z! + az + b = 0 0538 KW f 
(Tartaglia, 1506 — 1507) 的 求 眼 公式 


mudu muve, z =u + те. 


== о: — 
= =b a E EE us f a Е 
RE I EEG Z Pa q US 


【解答 】 

(20) RRO). 

(21) at + Pte + са + d'a! = (a DE + 4), 
(605,110) (550,275) 

(22) (ах + by! < (ах + by)! + (ay — bz)? 
= сасуд ニュ 

(23) W z = a! + b* , FY 
ват с + ка EN) 


= Gz' + b)! + Gr — a) 
т = аба + 5) + Б.у = (а? + B! — ae = а! + № 
ЗЕЛЕНИ, Ш (4,5) = 1 时,(zvyvz) = 1. 
(24) 3i n < 10, 直 捷 验证 , 当 ”> 10 时 ,借助 恒等式 
SR + = (2k + 1)! + (А— 23: 
= -D 6x2 
50! + 4) = (2k + 2)! + (k — 4» 
= (2+ +4 
НИНЕ, 
(25) Hr -1-0r*l&ltr Er Fo т = 
ЫШ Ға Fr + 0) = — 1, 
rer gms 
<за+па+ та + re p) 
+) и = е 
KO о ва + а удес +r!) =— 1 6) 
RO 左边 每 一 因 式 都 是 平方 和 的 形式 ,依次 利用 式 (17 
必 可 表示 成 ”的 两 个 整 系数 多 项 式 之 平方 和 , 
(26) Ba = фа > 1) 


(27) 373 
(28) 1997 
(29) 利用 式 (3)( 取 nm 一 2), 得 
+2 E п л 
Cz iga + 3 = 0) — [gs 


азои» 
=+ = [J+ m= 
GO 利用 数学 归纳 法 。 
се 


(3120 


ДА ДАРИ ЕТ. |, rii. لال‎ 
Gne + 于 ;l* за вр 


БЕО + (2z — 1 — 22 = Ое — И + r + 22) = 
[ES = 1. 


415% 


五 代数 历史 名 胜景 观 


【试题 1 

аз 〈 图 2) 中 , 工 需 取 何 值 时 ,才能 使 它 成 为 一 个 幻 
ж? 

(3 (855 (C)6 (D) 7 (E) 无 法 确定 

ва (图 3) 中 ,r 需 取 何 值 时 ,才能 使 它 成 为 一 个 纪 


方 ? 
(04 (007 (9 (D) 22 (E) 无 法 确定 
(马来西亚 ,1989) 

12 3 20 = E 

n 5 | 

15 4 | 14 | 
23 14 | 16 
з p 12 | 19 3 | 10 
| 5 | 1 slis| ја 

(ua quo 


it. ЭНН E E l.2.3. а ARE ЊИВА 
пя. #0. S P| R EROR Нена 
L2 

ЖШз5 求证: 如果” 是 偶数 , 则 1,2，…… 严 能够 排 成 这 样 
・16・ 


的 ヵ メ ヵ 方 降 , 合 得 方 降 中 毎 一 列 里 的 所 有数 之 和 相 等 。 
СЕ 1961) 

题 36 在 3X 3 的 正方 形 表格 中 , 填 上 九 个 不 同 的 自然 
Lol ня EPI = ВОНИ, БРАВО AR AR 
(RNA p 表示 送 條 乗 息 )。 

C) 证 明 : 这 种 填 数 法 是 可 以 实现 的 。 

(2) ЛЕВ p 能 取 1990,1991 ,1992,1993,1994,1995 这 
АЛИ 

(3) 求 请 的 最 小 值 ,并 说 明理 由 。 


《北京 ,19917 

Шо? 任 给 五 个 整数 ,证 明 必 能 从 其 中 选 出 三 个 ,使 得 
它们 的 和 能 被 3 US. 

СЕК 1978, 加拿大 ,1970) 

题 38 人 是 自然 数 ,mn = 2 .求证 :从 2n 一 1 个 自然 数 

中 ,总 可 选 出 ”个 数 , 使 其 和 能 被 ” 整除。 СА 1981) 

Hos БИЛЕТАМИ, 


bibit a CER ES MIO RF Л.В 
в. 

《陕西 ,1978) 

во Я НЕ ње + е 

《新 加 坡 ,1986) 


Ша AmE >> 0R < 2 СЕ + 


4 
>=. (莫斯科 ,19877 
an 


ем 


Шо Варса bo ВЕШ а icol > Ё 


> GRE: 
аза>ьға, 
(2) Жа=ь+а,Мр=а+.. 
《伊比 利 亚 美洲 ，， Ws paren; 


題 43 ЕЙ МРЕЖЕ А, ка 1+ 


++ > (莫斯科 ,1945) 
题 А НЕВЕ 试 证 ， 
+ tu 1 >1 《成 都 ,1964) 
Ші 求证 ,任何 一 МЕНЕНН m/n ETUER 

成 两 两 相 异 的 自然 数 的 倒数 之 和 。 

QR 5.1972 3E ,14 Ж) 
Ші RIE: (CD 对 一 切 正 整数 ", 存 在 = 次 整 系 数 多 项 

ЖРА ,使 得 对 一 切 ! € RWA P.(2cost) 一 2cosnt。 

(2) же € оду са 等 于 0 + 1, 1 或 无 理 数 ， 
《英国 ,1978) 
Шо) ”考虑 首 项 系数 为 1 的 一 个 变量 z ОНА ИЯ 

个 这 样 的 多 项 式 已 与 @ 是 可 交换 的 ,如 果 多 项 式 P(Q《(z)) 与 

QO Co» fif. 
求证 ,存在 无 限 个 多 项 式 PrP, "ФР, ЖА 

次 多 项 式 , 且 任 两 个 多 项 式 是 可 交换 的 . саки) 
Ше Ра) = л*—?2,Р,(т) = РР (7)], Gi = 
・18・ 


2,3,4,- 9. 

求证 ;对 任 一 正 整数 ”方程 P.(z) = z 的 根 是 互 不 相同 
的 实数 . (MO,18 је» 

Ші 。 实 系数 多 项 式 P(z) = Ал + Во BC + Dr 
+Е щ-1<а 91 МН HER O< P(z) 和 1, 求 4 的 最 大 值 . 

( 普 特 南 ,39 ж) 

Шо 设 <.%c 是 实数 , 且 对 一 切 zxEe [一 1,1] 恒 有 
laz" + bz e| <1. 

求证 :对 一 切 =E [一 1,1], 便 有 |2az +b] < + 

CRT 191) 

Bu QUEE МУН ap € Q 满足 下 列 条 
件 

а) Хо = o, 

(2) Жаз 0, f(a) > 0, 

(3) Жар) = fee) · f(A), 

(4) f(a + D < Теа) + Је, 

(5) ЖЖ m € 2,/(т) < 1989, 

RE: # Ға) ж f, M|] Ла + の = тах{/(а). 
SIZ лика Q жети) амо 备 选 题 ,30 届 ) 

Шо ВЕЛО кВА, 

D XHEXAER a € Q, f(a) > 0,1700) = 0, 

(2) Каф) = Ха). 

(8) fla + B) S max( (а) ,f(0)), 

ЖЕ, AGO s Lok АРЕНЕ Ки, ЛО + = 
фан и) = арома ниже клек 
юй. амо 435821 RO. 

・19・ 


из 求证 :方程 上 + لے‎ + 
они а ETE, Po pic 20, 
ж p 中 。 wr 1916) 


3 700042 


та а сода d+ e 一 0 有 两 


个 异 号 实 根 , 且 正 根 必 小 于 一 Ta sab = 2 

(北京 ,1984 ,初中 ) 

Ess 一 次 有 41 个 学 生 参 加 的 代数 生物、 化 学 三 门 科 

目的 考试 中 ,一 科 、 两 科 和 三 科 考 试 不 及 格 的 学 生 人 数 如 下 表 
表示 : 

科 目 | 代 | 生 | 化 | 代 , 生 | 代 , 化 | 生 ,化 人民. 生 、 舍 

不 及 格 者 | 12 | 5 | 8 2 6 3 1 


问 ,三 门 考试 科目 都 及 格 的 学 生 有 多 少 人 ? (美国 ,1964) 

Н56 。 某 校 先后 举行 数理 ,化 三 科 竞 赛 ,学 生 中 至 少 参 

加 一 科 的 ,数学 807 人 ,物理 739 人 ,化 学 427 人 ;+ 至 少 参 加 两 

科 的 ,数学 \ 物 理 593 人 ,数学 \ 化 学 371 人 ,物理 ,化 学 267 Лу 
三 科 都 参加 的 有 213 人 . 试 计算 参加 竞赛 的 学 生 总 数 - 

《福建 ,1978) 

Шо? 。 某 中 学 图 书馆 有 中 、 外 文科 技 和 文艺 书刊 共 1000 

Я. 据说 其 中 有 810 种 中 文书 ,312 种 文艺 节 ,370 种 精装 本 ， 

247 种 中 文 精 装 本 ,100 种 中 文 文艺 节 ,186 种 精装 文艺 书 ,35 


579 


种 中 文 精装 文艺 书 , 试 说 明 这 些 数字 与 实际 是 否 相符 . 
《山西 ,19767 
вв ”其 大 学 有 外 语 教师 120 名 ,其 中 教 英语 的 有 50 
名 , 教 日 语 的 有 45 名 , 教 法 语 的 有 40 名 ,有 15 AARRE 
教 日 语 , 有 10 名 既 教 英语 又 教 法 语 ,有 8 名 既 教 日 语 又 教 法 
语 ,有 4 名 教 英语 ,日 语 和 法 语 这 三 门 课 , 则 不 教 这 三 门 外 语 
课 的 教师 有 
(А) 10 名 Dug ( 〇 ) 18 名 (00224 


(E) 26 名 (上 海 1984) 
о 在 小 于 1000 的 正 整 数 中 , 既 不 能 被 5 整除 ,也 不 
能 被 7 整除 的 数 有 多 少 个 ? 《莫斯科 ,4 届 ) 
що 从 1 到 46 的 整 歼 中 ,能 被 3 或 5 整除 的 数 共 
€ JA 
(A) 18 (В) 21 (C)24 (D) 25 (Е) 27 
RE, LR у) 
Biel Hr = 69" ДИ 1,23 не HSn ЖЮЗ 
ж 4 《五 羊 杯 ,三 届 , 初 三 


во 从 1 到 1992 的 自然 数 中 ,是 3 的 倍数 ,但 不 是 2 或 
5 的 代数 的 数 的 个 数 是 C о. 
(A) 664 (В) 465 (С) 266 (D) 200 FER, JU) 
meo EMEA 
апа + аз, + anz, = 0 
{= + аал, + арх = 0 
аулу + anzs + anz, = 0, 
的 系数 满足 下 列 条 件 : 
(1) 25 25,2) 都 是 正 数 ， 
Е 


《2) 所 有 其 余 的 系数 都 是 负数 ， 
(3) 每 一 方程 中 系数 之 和 都 是 正 数 - 
求证 :zi = т, = л, 一 0 是 这 个 方程 组 的 唯一 解 。 
амо,? Е) 
Ша n = 271(2 一 1), 这 里 2' 一 1 是 素数 ,求证 ， 
Жл йй ЖЖ л 的 正 约 数 之 和 恰 等 于 ”。( 匈 牙 利 ,1922) 
题 65 求证 :如 果 ”是 奇 的 正 整数 , 则 2^ Qn 一 1) 在 


十 进 制 中 的 最 后 两 位 数 是 28. (荷兰 、 瑞 典 ,1983)7 
Шо 设 户 和 9 是 两 个 奇 歼 , 求 证 :方程 节 十 2pz + 20 
二 0 不 可 能 有 有 理 数 根 。 (匈牙利 ,1904)7 


Шо) 求证 ;四 次 多 项 式 志 十 2z: 十 2r 十 2 不 可 能 分 解 
成 両 條 具有 整 系 数 。、 ム c、 的 多項式 ал + 6 г + сг 
+4. ‹щ+Ж),1922› 

题 68 求证 :五 次 多 项 式 户 (z) = z — 37° + 6r — 32: 
十 9z 一 6 不 能 分 解 成 两 个 次 数 低 于 5 的 整 系数 多 项 式 之 积 的 
形式 。 《波兰 ,1962) 


мо RC ск 一 日 "的 值 。( 普 特 南 ,37 RD 
名 


Во 求 方 程 カ ーー1 的 整数 解 。 基 中 pa REN 
rs ЖАР 1 的 正 整数 ,并 证 明 你 所 得 到 的 解 是 全 部 解 , 


( 普 特 南 ,37 Ж) 
Bri RPE —1 = 刀 的 满足 下 述 两 条 件 的 所 有 自 
REAR pon): 
(1) 2 ERG 


Q)rZ2n22. СИНЕ. 1994 


・22・ 


【背景 

题 33 — 35 为 幻 方 和 问题. 题 36 是 考虑 有 其 它 “ 奇 幻 "性 质 
УИ ИЖЕ). 

№37 — 38 是 下 述 定理 之 特殊 情况 ， 

柯 召 - 孙 琦 - YWER (En 一 1 个 整数 , 必 可 从 中 
нл 个 数 ,使 其 和 能 被 m 整除 。 

这 个 定理 是 我 国 著 名 数学 家 柯 召 、 孙 琦 70 ВАЖИ. 
МЕН. 

题 39 一 42 与 如 下 定理 有 关 ， 

БЕЛОМ, Chuquet,1445 — 1500) EE tab cd >0, 
а а a+b 
горње 
С ЕУ РА О ЕРО ТИ 
Wabed > 0, #2 < 5 na SESS RT < 


та + nb 
тела S gs 


<%, 


E: mna Duc d > 0, 7 ma me nb па > 0, 3,7 © 


b ш 土 nb 
<$ + < ki ie mia” < bad ла 
a та + nb 6 
fax sr 

CYESM а. 


шаа ЈЕВ © < 5 <a ad = 1,8 
ЖЕЕ т.л. = ma + nb, f = me + па, 
ат + bn = e 
EM: к 277 7 Рио 得 
из. 


bf — de 
ce af 

н4<5< b Boa bue d.e f BEEREN, Aof 
一 devce — of 都 是 正 整数 . 故 令 m = bf — deyn = ce — af 
则 得 e = та + nb, f = те + па, 

BUT 43.41 IEMA + T + oe 


ТВА дааа ЕТТЕГІ 


Bernoulli,1655 一 1705) 首先 提出 的 。 
E 45 BD A AE NUES CI. Sylvester,1814 一 1897) 定理 。 
M 46 — 49 55 9] ELE CP. Tchebycheff 1821 — 1894) 多 
MRAK. 
ВЕЛЕВКИЖИЕБХЕЩА ТК) 定义 为 
T, (cosb) = coskð 
因为 ,由 狄 摩 货 (De Moivre,1667 一 1754) 定理 
(eos 十 isin)" = cosk£ + isinkô 


в 
cos(4 の = 106? + isin の * 十 (cosg — sin の 
ВЕЩИ. Newton „1642 一 1727) 二 项 式 展开 定理 .得 
өз; 
cos49 = > バー 1)'СЁсов'-®бїп®@ 
ea] 
= У UChcost-20(coste — 1)” 
故 


о 10) 


年 次 切 比 雪夫 多項式 釣 定 罰 TT。(z) = 1. 

切 比 雪夫 多 项 式 有 如 下 性 质 ， 

ені ЯХТ) 21 的 最 高 次 项 系数 为 2 
证 明 ; 若 上 一 га 为 正 整数 ), 则 Тих 的 最 高 次 项 系数 


EE? 当 lz| eg RET GO] <S1. 


ЖЕ: |r| < 1 时 , 设 x = cosb, 则 
IT. | = |T',(çcos0)| = lcosk@| < 1 
ER3 BREA MEREN 
TIT] = TU G2] = Тис) 
um. 
TTG) = ТИТ Gos0)) = T,(cosh0) = coskh@ 
TLT, G] = T'.UT,(cos0)] = T, (cosk0) = coshk0 
TG) = Tu (ost) = coskhl 
MET GO) = T GO] = T.G) 
M 50 是 由 著名 化 学 家 门 捷 列 夫 (D. Mendeleev „1834 一 
1907) 提出 ,数学 家 马尔 可 夫 (Markov,1856 一 1922) 证 明 的 
一 个 定理 的 特例 : 


425% 


Пре Зое + ЗА 次 多 项 式 P,(z) 满足 

IPI <M (CC EE x RD 
И (PDI S=M/I (- IS x xD 
«BUS P.G) 为 切 比 多 夫 多 项 式 时 ,等 号 才能 成 立 。 

题 51、52 来 自 近 代数 学 的 一 个 重要 分 支 一 міне. 

从 有 理 数 集 Q (或 实数 集 RAER C) PURIS R 的 映 
HAERERE: 

а) 対 一 切 < € Q, fe) > 0 чи за = 0 8, 
Ја) — 0, 

(2) 対 一 軌 2 € Q,f (ab) = A(S O), 

(3) 存在 常数 C(0<C 福 2) HERO — Ula b 0./а-- 
b) < C max( f(a), f (b)) . 
则 称 三 为 集合 Q 上 的 一 个 赋值 - 

Ч f(a) = la Є, С.Ж 
值 , 故 赋值 的 概念 是 绝对 值 与 模 概念 的 推广 。 

若 条 件 (3) 中 的 常数 可 取 C = 1, DC (AER Ema 
ИНЖ. 

题 51,52 PHRES S ЕРЕ AEN 

Я 给 定 素数 нико Lt 4 ET3E а 可 
唯一 地 表示 为 


3 
其 中 ,是 整数 .<.d IURIS РНЫ. Н с> 0, EAS 
яю. 


Ла) = p 
约定 
・26・ 


ш- 
во Бау — ЕБТ (А. 
事实 上 ,条 件 (1)(2) 是 显然 的 , 若 
or ти. 
不 妨 设 228 
рт рт f(a) < fo» 
ща> Вв р 
a= Е 
к 
Fla + b) = p” = f(b) = max( Ла) „/(6)) 
ма= Bii Васа Вр ER URBEM >, 
Вг>0,Щ 
авы. ЕЕ ун 
d 
Fla +b) = p < p^! = がめ = тақ f(a), f (00) 
X Ла+0)- f(a) = max( f(a),f(0)) 
故地 满足 条 件 (3)。 
853.54 ЗЕ} # К (Laguerre, 1834 一 1886) 定理 的 特例 - 
拉 格 尔 定理 ic ba e < 4" 则 方程 


mag 
п-1 TER. спяжект 
а 


G = nD 
+. 
m 


题 55 一 62 ВЕНЕ НО РИКИ па 
-排除 法 则 , 西 尔 维 斯 符 定理 ) ЕЕ. 

SREM ”考虑 有 限 集 3 与 性 质 Pi,P:,…, 记 ,具有 性 
f PPP, 的 元 素 个 数 记 为 SG, 力 … "不 具有 任何 性 
SC ries So. 


S, = ISl — S, + S, — + С 175, 
其 中 [SI ERS HERTS. 
题 63 А Hš (Hadamard, 1865 — 1963) 图 盘 定理 的 特 
m. 
RADER жуып 
laur, + аат, om bar = 0 
janz, + аиту + + anra = 0 


аыл. + аага Вт + amra = 0 
的 系数 满足 条 件 
ші>іші + јаз] + = + јаз] + аза | + = 
+lalG= E 
НЕЖИН “r ニュ ニー デニ メー0。 
REER 的 所 有 不 等 于 ”的 正 约 数 之 和 恰 等 于 “, 则 称 
пя. 
Bi 64 WEK JL BE (Euclid ,公元 前 300 年 左右 ) 定理 。 
клязка E2 一 1 是 素数 , 则 2 (2' 一 1) 是 完 
・28・ 


全数 、 反 之 , 若 ヵ 3 Ба MFEERN 2.7-1 ER 
W. = 276 – D. 

这 样 , 求 侦 完 全 数 的 问题 归结 为 求 形 为 2" 一 1 的 素数 ( 梅 

森 数 ) .是否 有 无 限 多 个 梅森 (Mersenne ,1588 一 1648) 数 ,是 
-个 尚未 解决 的 问题 , 

Bi 66 — 68 JE IC ENT I (Eisenstein, 1823 一 1852) 定理 的 
直接 应 用 . 

艾 森 斯 坦 定理 О 整 系数 多 项 式 P(z) =a ан! 
十 … 十 ar 十 m 的 系数 满足 条 件 :存在 素数 少 ,使 得 a- 不 能 被 
РЕЖ а 不能 被 が @ sao sa" a, BIREK p ER р(х) 
不 能 分 解 成 两 个 次 数 低 于 "的 整 系数 多 项 式 的 入. 

题 69 涉 及 差分 的 概念 .函数 7(z) 对 一 切实 数 工 有 定义 ,， 
как а + 1) 一 SOD 为 函数 fer) 的 差分 . 记 为 人 /cz)- 
函数 АЛ) 的 差分 称 为 fo) 的 二 阶 差分 …… 依次 下 去 ， 
fO) Мя-ПИЖЯНЕО КУЛ оо 的 ヶ HES}. 
Ала). 

定理 Босо n K £ ñ ЖОКИ ЖИ a, W| 
PG) ff KO S а Ив Еп 一 人 次 多 项 式 ,最 高 次 项 系 
W n(n — Doo k + Па ВИЕ. P CO 的 БЕЗЕК 
Калт РС) ËJ EG >п) 阶 差分 为 常数 0。 

这 个 定理 不 准 用 归纳 法 证 明 , 

BE 70,71 与 卡 他 兰 (Catalan,1814 一 1890) ЖЖ. Е 
他 兰 于 1842 年 猜测 :方程 

=y = 1Gz.y.m.n> 1 
有 唯一 解 


т-2ле3л-3.у-?2 


・29・ 


ЯМАН. 


【解答 】 

(33 因 1 十 2 十 … 十 16 一 
136, 故 四 阶 幻 方 每 行 、 每 列 及 两 条 
对 角 线 上 的 数 之 和 都 是 136 4 
= за. 

fuf 4) да, =34— (15 + 4 + 
14) = 1,a, = 8,2, = 10, = 7,4, 
= 2.4; = 16,а = 9,4, = 
EREIN НОЋ D. 

(34) 选 4(z = 0 

(35) п BARH n 4Ж1,2,-- TPR M: 


1, 2, LINE 
га + 1, Фа + 2, т, dn 


а-ЮОяЖжі, @m—2n+2, о, m 
每 组 的 2n 个 数 如 下 排 成 两 行 : 

2т+1, 2т+2, 0 Dmm 

2in 2n, 2т + (Qn — D. + за + (n +1, 
ЖЕ ЧЕЖЕ ЕЛНИ РНЕ PEG ЯЖ. 

(36) (D 如 (图 5) Ж Р = 120 的 一 种 填写 法 。 

Q 显然 , 己 至 少 有 9 个 不 同 的 真 约 数 ( 即 小 于 户 的 约 教 )。 

Я 1990 一 2X5X199 ВАТРИ, 

1991 =11 X 181 恰 有 3 个 真 约 数 ， 
・30・ 


1993 是 素数 , 即 仅 有 TRAM, ГТ [8 [5] 
1994 一 2X997 。 恰 有 3 个 真 约 | dH 
z 


Lo 


故 户 不 能 取 1990,1991,1993,1904. ms 
P 可能 取 1992 与 1995, 如 图 6,7. (图 5) 
1 | 6 |332 Е 95 | 21 


8 | 83 |3 [5 тін 
249| 4 | 2 [зз 315 
queo quo» 
© p ZR 120, 
GD 依 被 3 除 的 余数 0,1,2 THREADS OS ERE 
MERIA FERH: 


数 
数 , 则 每 一 类 至 少 舍 一 个 数 。 

O 取 同 一 类 中 的 三 个 数 ,@ 每 类 取 一 数 ,其 和 都 可 被 3 
sR. 

(38) Я) k 用 数学 归纳 法 证 明 - 

GD Жау mp. 

ао Жо с, оса сас 


ар SES D 0.ау — br 0. Ат 


a. ау -bz س‎ ay—br 
i-1H- ka FB) 7 ala Е 


・31・ 


= 20.8, 


arê а 
(42) а SEMER, 
"m 
لر ده‎ + укен + X 
= 
? 
ーー 
«no, t. it taa pta от 
uat 
ж 
ие ШЕН ПО X 
2a =D aD t” T.G то wt 
а. 
И ређи 


《45) 由 题 43 或 44 可 以 证 明 ,对 于 任意 正 整 数 上 ,总 存在 
= 1 1 1 

-EEK и Ио oum 
ое iP тле, 1+ 


すす キー キテ 1<,<1-1 bg it ++ рж 


ян 
на нае + bdr соңы > 


š и < 
onte = Ë < TEER m >n 1 В 


в. brio «дпп ызға = ОНЕ 4 


こち jÎ Ê 1. EN ЛЕТА 
прва Ва a Т ФО 


42. 


МНР < pom — e ХОЛИ р: < ре E 6 
fede RUP Er = 0 Bir. 
dream rn 开始 的 步骤 可 得 证 。 
(46) (1) ЖР. GO) = 27. Cz) 8 P. eost) = 2T (cost) 
= конт 
I cos(n + Пе = 2cosntcost — cos(n — ТУ Bk. 
P, (eost)  2cos(n + Dr 
= Acosntcost 一 2cos(n — 1) 
= 2costP,(2cost) — P, (2cost) 
вр Pi = zP.G) = Р, уо) 
А P.G) = таа) = 2. 
利用 数学 归纳 法 得 Рио 为 整 系数 多 项 式 , 


Diges ту) = nZ 1, 


P,(2cosax) = 2cos(nen) = 2cos(mx) = + 2 
dit 2cosax 为 P.(z) + 2 = 0 的 根 .P.(z) 士 2 一 0 的 最 高 次 项 
系数 为 1, 故 P,(z) + 2 = 0 的 有 理 数 根 必 为 整数 根 , 即 2созак 


若是 有 理 数 , 则 必 为 各 数 ,从 而 2созел = 0, к}, #1. 


UD WP G) = 27.7) ИР) REAREA HE 
项 式 ,Pi(z) = zt 一 2, 且 对 任何 有 
P.(P.(2c080)) = P.(2cosm0) = овтад = 
Р.(Р.(2со0з8)) 
Ж P.P.G)) = PAGO) 
(48) 利用 題 47 结果 与 数学 归纳 法 可 以 证 明 :P.(z) 
・33・ 


[] 


ep. 
HE Т.(созб) = cos, BJ сов?/0 = cos 


жж 
_ 2 2А m 
дну Фени 
IM Он 
= "| 01,6210 


这 和 个 8 的 余弦 值 两 两 不 同 .由 此 可 知 方程 
Теб)=а фт, = + 


ОРО ОСА ЕЕГ ТОРИ 
代数 方程 ,方程 再 也 没有 其 他 的 解 . 

(49) 固 該当 一 1 z < 1 BF, fir o PG) < 1, M| 
QG) = 1 (Ра) РСС 29) = де са D M0 I< 
1ВИЯЯ O< QGO <, RO) = Az! + Ст + щот 
сів 0 < RG) < Ат 


Erk 


ң0<:<1Ң%,.0<Т(а)<1,ЖА-асГа) — TO» < 
+R PG) = ауа) + DT, 为 4 次 切 比 雪夫 多 项 式 , 则 
PG) 满足 所 给 条 件 , 且 最 高 次 项 系数 为 4, 故 4 之 最 大 值 为 
4. 

(50) RS) -ал + bz Фе D =a —b +o, 
Гоо) = Ма» =a +b + cala = Зла» У) — 


・34・ 


J(0: = yw - 4s- DAT 


Па + = UD at prne- p 
— 2700) • 1 
< ほす キュー ра. 
(51) 本 題 条件 (5) 2 1989 可 用 任何 正 整数 二 代替 .不 妨 
Ж f(a) > ЈЕВ) 20, ШАН ПЕН», 


fra + B) = f( G+ By) = J| ce) 


< ee の 
а +m f 
即 га + D) < Ат». fe 

令 m 一 十 oo, 得 

Ла + В) < f(a) = пак (а), f) 

由 条 件 (3) FIR バー 1) ニュ, が (一 а) = Ла „ПЛЕ 
Ла) < тах( Уса + めげ (の) 

从 而 得 
Ла + B) = fla) = max( げ (@, プ く の ) 

GD HID = ла ла а) >0 8f0- 
ала = д-р съ р>о Ж#у(—1)= 
从 而 С a) = 7С 1) ° f(a) = Ла) FEMER, f(z) 
<Sice 2. 

ж 


Ја x фи) вак (ЛА, ЛС) РС 一 1 
Воти а) 9 198 а) < 1, 
T 


й лее phu Ја) Opa ве фи) 
<fe<1 
1= f0 
Даже 十 (一 工 一 天 
Smax げ (も キテ キツ キア) が (ー テ ー 
从 而 

Jatate) =l 

(53).(54) 去 分 母后 利用 求 根 公式 估计 根 的 范围 。 

《55) 由 容 斥 法 则 ,三 门 课程 及 略 的 学 生 数 一 41 一 (12 十 
5 十 8) 十 (2 十 6 十 3) 一 1 一 26 

(56) (807 + 739 + 427) — (593 + 371 + 268) + 213 = 
954 

(57) 不 合 . 因 1000 зе (810 + 312 + 370) — (247 + 100 
+ 186) + 85 = 1044 

(58) Ж В, 120 — (50 + 45 + 40) + (15 + 10 + 8) 
== 14 


= > 
= 7) 


— [ [9995 + 19993) + (9993 = 
(59) 999 (go | + сэз07 686 


ceo [48] + [48] — [46] = лв 


0 п (+1) + 02] = пахв" 


1992 _ _ 1[664] + (664-] 1964 
«вау 1882 — ва, eec | 058] + (5681) + cff 


= 266.ЖС 
(63) 若 方程 组 有 解 ,县 ェ ぃ xr。 КЕН ОКВ г) 
是 绝对 值 最 大 的 一 个 . 则 二 关 0. 得 alzil = lann) = 
las; + ама < lanl а + lanl * ارتا‎ ст анти 一 
・36・ 


ат | Айй аа ミー as — а, 与 条 件 (3) 矛盾 ,于 是 得 证 。 

(64) Жл REF n МНЕНИЕ 122! 7,27 ーー 1.207 
= ри? (2 一 1), 计 算得 这 些 正 约 教之 和 为 2 (2 ー 
=. 

(65) НЕЛЕ ЯН m.16" = 16 + 20 (mod 100) „А n 
= 2m + 1 BÍ 

grege! — 1) = 4 X 16768 ~ 16" — 1) = 28(mod100y 

(66), (67) „(680 由 艾 森 斯 坦 定理 立 得 。 

(69) RAH POND = гађа ит. 

(70) р = 3.0 = 207 = 2. = 3 

Dr = 3, = 20р 2.8 = 3 


・37・ 


六 几何 历史 名 胜景 观 


【试题 】 
B2 已 知 一 个 锐角 三 角形 , 试 在 这 个 三 角形 中 求 一 
点 ,使 这 点 到 三 个 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 。 
амо 备 先 题 ,30 届 ) 
题 73 O 是 锐角 AABC 内 一 点 , ン 4O8 = /ВОС = 
СОА = 120°,Р ЈЕ ДАВС 内 任 一 点 。 
求证 :PA + PB + РС > ОА + ОВ + OC, 
(杭州 ,1983 初中 + 陕西 ,1978) 
#74 ЖЛАВСф./ВАС = 120",P 是 A4BC 内 一 
AWC 0. 
(A) РА + РВ + РС < АВ + АС 
(B) РА + РВ + PC> AB + АС 
(C) РА + РВ + РС = AB + АС 
(D) РА + PB+ PC 5 AB + 4C 的 大 小 关系 不 确定 ,与 
Р ФЕН Ж. 《福州 武汉、 广州 初中 联赛 ,1984) 
№75 证明: 在 任 一 个 三 角形 中 ,不 等 式 R 之 2r 恒 成 立 ， 
而 且 等 式 R = 2r 仅 对 正三 角形 才 成 立 ,其 中 中 与 -分别 是 这 
个 三 角形 的 外 接 加 和 内 切 图 半径 。 (莫斯科 ,19487 
mo 已 知 一 等 腰 三 角形 的 外 接 国 半径 为 R, 内 切 国 半 


-38- 


BAr ERI ИСЕ d = /R(R — 27). 
амо,4 RD 


題 77 ЗЕМ ДАВС, RE: 


АВ. С. 
sin узо sin + < + СЕН 1896) 


Штв Was. 是 正 数 ,求证 : 
abe > (b +c абс + a — Ва +b— e) 
(瑞士 ,1983) 
що 设 三 个 复数 >,、z, 55 满足 关系 式 
lal = |] = 151, Ва ++ =o 
试 证 这 三 个 复数 在 复 平面 上 所 表示 的 点 是 正三 角形 的 顶点 。 
(成 都 ,1963) 
ше ПЕРЕ НИНА ЛАНА RE: 
3131880) ЖА B £ ñ РАЗОРЕН. 
(石家庄 1978) 
а: ШЕЛЛИ, MERLO 
次 点 到 一 边 中 点 的 线段 长 等 于 图 心 到 这 边 的 对 边 的 距离 。 


62 T RD 
Ше Gn ROS bue ВИЉА = 
LSD LOL EE ЖИ. Она 届 ) 


из i ZMON = > 4t OM.ON Ë ZMON 内 分 
HRA A,B,C, $ ВС + AC = 人 ( 定 长 ), 且 四 边 形 O4CB 有 最 
KER. 《北京 ,1978) 

ти 定点 4 和 甩 分 别 在 定 直线 /的 两 侧 ,4C 11,80 
上 C.D жг M JE CD ES ж.р па 是 已 知 正 数 . 试 
Е. Ñ p + AM + q ~ BM ЖЛЕ, A p зіп САМ 

19. 


sinZ DBM (福建 ,1978) 
Gss APNE- ACHEGAR FER CD ЊЕ 
Ж.М AD BD ЖЕНИ ACB 内 分 别 作 两 个 半 较 , 设 这 
МИНА EFL H E.F 为 切 点 。 
RIE: СП = EF 
(2) D.E.C.F 是 某 矩 形 的 四 个 顶点 。 江 苏 ,1978) 
是 86 在 人 48C d DEF 为 三 边 的 中 点 ,X.Y、Z 为 
жива наго КЖ H 与 三 个 顶点 的 
线段 的 中 点 .求证 :六 .О.В.Х.У.2 лй. 
амо 备 选 题 ,29 FE) 
Mis] 设 以 了 是 柚 圆 上 的 两 个 不 同 的 点 .M 是 UV 的 中 
AAB HCD E M HAARE, AHA AC, BD 和 直线 UV 
分 别 交 于 点 РОМ BEAR РО 的 中 点 . 
( 普 特 南 ,24 届 ) 
шав МОЧЬ, ЛЕМ АЕ, ВЕ 和 BD.CD RICE ФЯ 
Ж ЛАВСФ ZA LEM ДС = RE: ADEF EY 


边 三 角形 。 СЕМ 1982) 
Ші 在 直角 三 角形 ABC 中 А 
RANE 
ZNBC = ZNCA = 
ZNAB CREER 1895) 
т 给 定 两 个 正 ДАВС 和 в 


AA'B'C', ща вс $} Я Е 
ДА ВВ СС В, /\А"В"С" 
也 是 正三 角形 


(图 8) 


+. 


又 问 :车 把 “正三 角形 ” 改 成 “正方 形 ”, 命 昧 是 否 成 立 ? 
(ER „1980: Е 1983) 


[623] 

题 72 一 74 源 自如 下 问题 :在 A ABC 中 求 一 点 P. 使 得 
РА + PB + PC 达到 最 小 值 。 

这 样 的 点 已 浆 为 费 尔 马 (Fermat ,1601 一 1665) 点 。 

卡 瓦 列 星 (Cavalieri,1598 一 1647) Ж. ЛАВС 中 的 点 
P {E PA + PB 十 PC 达到 最 小 , 当 和 4BC 的 每 一 个 内 角 都 小 
+ 120° 8], A P EHE ДАРВ = ДВРС = ZCPA = 120% 
当 A4BC 有 一 个 内 角 > 1204 B| P УЖ ИАЖ 
f8. 

題 75 即 欧 拉 (Euler 1707 — 1783) 不等式 。 

B6 ”实际 上 对 一 切 三 角形 都 成 立 , 此 即 恰 泊 尔 
(Chapple) 定理 。 

B 77.8 78 为 欧 拉 不 等 式 的 直接 应 用 , 

题 79 为 下 述 定 理 之 特例 。 

定理 :三 角形 的 内 心 ,外 心 ,重心 ,甜心 , 若 有 两 心 重合 , 则 
四 心 肖 重合 , 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 ,四 心 重 合 。 

Mi зо ШЕЯ А (Brahmagupta ,公元 600 年 左 
тяж. 

M 81 是 上 述 定理 的 直接 应 用 。 

Bi 82 为 下 述 四 边 形 面积 公式 的 直接 应 用 。 

定理 ,四 边 形 4BCD 中 ,4B= a, BC = b,CD = с,РА = 
ахи 


44. 


ミー ゆー の ゆー の (一 の ゆー の — aos АС 


дй» = Та вс. 
由 此 定理 可 以 得 到 : 
© 若 四 边 形 ABCD 是 图 内 接 四 边 形 , 则 A 十 C = 
180", 故 
S= ИФ ауф ЮФ оф — 6 
此 为 著名 的 海伦 (Heron ,公元 前 100 年 左右 ) 公式 的 推广 。 
© ENHE ABCD њи ја + с = b + 
Ар а) — b)(p — c)(p — d) = abed ilt 


S= Vabad «sin 43€ 


FEY EY EDULE MAAR HE , LAE 
四 边 形 ,诸如 此 类 的 双 心 多 边 形 是 近代 几何 中 一 个 还 有 待 深 
入 研究 的 问题 . 

题 83 ” 源 于 斯 坦 纳 (Steineri1796 一 1863) 等 周 定理 。 

斯 坦 纳 定理 : 周 长 一 定 的 ” 边 形 区 域 , 正 a 边 形 面 积 最 
大 , 周 长 一 定 的 平 而 区 域 ,加 的 面积 最 大 ， 

ка 即 物理 学 中 的 光线 折射 定理 

题 85 中 , 三 半 四 围 成 的 形状 称 鞋匠 刀 形 (Shoe 一 
Maker's knife) ,最 早 对 鞋匠 刀 形 进行 研究 的 数学 家 是 阿 基 米 
#(Archimedes ,前 287 一 № 212). 

БЕЛЕНЕ Насо) 

(D CD.EF 互相 平分 。 

© велюназтисо 为 直径 的 加 面积 。 

@ 4C 过 切 点 正 ,BC Иж F. 

・42・ 


相等 


quo 
© ШЕЯ ADC 与 曲 边 三 角形 ВРС їй PLOTS 


© ELK duh fa АРСА. B LK // 


АВ, БАНЯ НБА: ст 


Ан KA, 


‘LRR. 
ЖАН SDCYEKET М, K Ж AABM BED. 
же 。 即 著名 的 九 点 图 定理 。 又 称 欧 拉 加 定理 ,因为 费 


尔 巴赫 (Feuerbach,1800 一 1834) 对 九 点 辆 的 性 质 有 较 深 的 
研究 , 故 有 人 误 称 九 点 加 为 费 尔 巴赫 圆 。 


Ж 87 是 蝴蝶 定理 的 推广 。 
题 88 是 莫 雷 (F. Morley) + 1899 年 发 现 的 一 条 “新 奇 "的 
・43・ 


ея. 
Ж 89 的 点 N ЖЖ Е (Brocard, 1845 一 1920) 点 。 
布 洛 卡 定理 :对 任何 三 角形 ABC ,存在 点 P,Q ДЕ 
ZPBC = РСА = ZPAB, 
ZQCB = ZQAC = СОВА, 
《这 两 个 点 分 别称 为 A4BC 的 正 , 负 布 洛 卡 点 )， 

布 洛 卡 点 有 不 少 趣 际 的 性 质 : 

(D ZPBC = ZQCB, t fos fii Rf HEN о, 

@ сво = ctgA + ctgB 十 ctgC。 

© P.A,B 5 BC AHI, P .B.C IJ t CA 相 
Ud РСА BMS AB ЮИ. 

0.4.8 HE 5 САНУ Q.B.C HM 5 AB ЖИЛ. 
нес линия ВСУ. 

Bi 90 是 美国 数学 家 艾 柯 尔 (Echols)1932 年 得 到 的 定理 。 

艾 柯 尔 定理 , 设 ДА,А, 5 ВВВ, ВЕ n ШРС, 
Сао АЯ АВАВ, А.В, 的 定 比分 点 ， 即 
АСЈСВ, = АС СВ, = ++ = A.C./C.B.,W С Си“С. 也 
ВЕЋИНЕ. 


#8) 

(72, (13) LK 38 89 CF JLT ЕҢЕЛ». 
(74) CB). 

(75).(76) 见 本 丛书 的 《平面 几何 思维 训练 )- 


(ID 结论 可 加 强 为 sin sin Бал C < LLE 


sin а Bain С 
з 
S 


GDG- [pop-a , / ゆ ー の ゆー め 
EE (EFE (EES 
арф с) 
Ја abc 
abe = 4RA. ゆー の ゆー の ゆー の = 会 = до 
Не се ар 
29"; R< 
(28) Жуйа>5>с>о.Жа>зв + ст 

6+с-а)(с+а- (а +b c) <0 < ak 
iab са boc BZ ЯЙ Ж К, Н BI (77) 
(c а) + a Ба +в су 

abc 


В ауф D o 
= alc <1 


(79) B zo zn 在 复数 平面 上 
所 表示 的 点 分 别 是 А,В,С. |=, | 
= 12.1 = 12.1.0 Я ДАВС 
МАС. A ABC 的 重心 对 应 复数 


е + а ва) = 0, 故 0 也 是 


ДАВС HR. SABC 的 重心 , 外 
心 重 合 , 故 ДАВС ВЕЗЕ, 

(80) 见 本 丛书 的 平面 几何 因 
ви) 

(81) 如 (图 10) ,四 边 形 ABCD HHR FEY О,АС | BD, 
АС,ВРЗЕ P,Q Ў BC 的 中 点 ,OR | 4D,R HER MR 
是 AD 

кутиите РО | AD. PQ / OR, 再 由 这 

ET 


定理 得 PR | ВС, Q 为 BC 中 点 , 故 OQ | BC, РЕ 
0Q , 则 四 边 形 OQPR 是 平行 四 边 形 ,得 PQ = OR, 
(82) REREH. 


(в 1) 
(83) 如 (图 11) 构造 折线 ACB 关于 OM,ON 的 轴 对 称 线 
及 关于 O 的 中 心 对 称 线 得 八 边 形 ACBDA'EB'F НКЖИ 
为 定 长 ,面积 为 04CB 面积 的 4 倍 ,由 斯 坦 纳 定理 , 当 且 仅 当 
这 个 八 边 形 为 正人 边 形 时 , ШЕК ЖХ. Ж ДОАС 
= ZOCA = er. s AC = li ik 


ОА = ОВ = 0С = + 
АСЕ ZMON 的 平分 线 上 , 
(84) 如 (图 12), 设 AC = a, BD = b,CD=c,ZCAM = 
а, Z DBM = B, Ñ ME p AM +q BM 达 最 小 ,点 M 是 CD 
PRT MHDR LCAM = Z ,ZDBM' = Р.И 
аңа + Май = c = agd + hu о 
546. 


см 1 
8 
aqu» 
且 
(АМ + BM') — (AM + BM) 
1 
ЕЦ 
由 (1) 得 
bagh — tg) 
4 tga 一 tg 
故 
A чи] 120 


"Kos С cos) P tga — tgd (coss 一 сова: 
sin Ë Epis eos ELE 


do t3*)20 


当 ど テテ が の 
БЕТКЕ a ТА 


жЕ P a me pine Сани 
ча pn. 


m 


psin E es ғ — EXE. * 


PERMA а. В 
psina > gsinB 


[3 

psina = qsing 

(85) MCE 99 CO ERE JOE ACE EIE BIRE nons И 
£ WA EF = 2 Угг,, X КАавс +, Яш CD = 


МАР DB = Мат «2n = 2 V rr ЩЕК = СР. 
(2) IECD.EF 交 于 点 O, 则 OF = OD = ОЕ. CD = 


EF.OD = EF Bi OC = OD, 即 四 边 形 РЕСЕ 的 对 角 线 
HERFA НА Е. 
(86). 82), (88) 见 (平面 几何 思维 训练 》 
B 
с А 
quin 


89) т 13). ik ZC = 90°, L BC 为 直径 作 国 , 过 C fE 


m 


СМ / АВ ҢІН Т М, АМ БИЗЕ М.М 为 所 求 之 点 。 
(90) 利用 复数 法 ， 
Багалы орала 
А, Aem An Bi В, Bast 

分 別 量 NA 


"С 对 应 的 复数 


аы — a, = (a, — a, cos Š" + isin m 
2л 25. 2K 
Фра — b, = (b, — bos SË + isin SE) 
іт 2.3. я +1 
[ T ‚=юй 


2 


t4 = с, бе — c-i) (cos TE + 


ВД СІС, C, BIE п ШР. 


・49・ 


t 6.8) 285 mn 


【试题 ] 
Жо 试 证 明 :在 任何 一 群 人 中 ,认识 这 群 人 中 奇数 个 
人 的 人 有 偶数 个 。 《匈牙利 ,1942) 


Жо? AARC 为 正三 角形 ,其 边 长 为 整数 N ,考虑 满足 
ТА: 

АМ = Бо АВ + m + А 
ВА MISES фт Ып Б Ж.,0<я<М,0<т<М, 
m + n < М,5 РЕН ARIE HAER: 

DSN AB HARRES, 

(2) зпасюажене, 

(3) S N BC HARRIE. 

证 明 , 存 在 一 个 边 长 为 1 的 正三 角形 , 它 的 顶点 属于 S, 且 
顶点 分 别 为 红 、\ 蓝 ,白色 。 АМО 备 选 题 ,30 届 ) 

题 93 "个 点 由 线段 连结 着 ,已 知 每 一 点 和 另外 任何 一 
个 点 都 有 折线 相连 ,而 任何 两 点 都 没有 两 种 不 同 的 连结 线段 
证 明 : 线 段 的 总 条 数 等 于 ”一 1. 《全 俄 ,1 届 ) 

mo ”议会 的 每 一 议员 都 有 不 多 于 3 个 政敌 .求证 : 议 
会 可 分 成 两 院 , 使 得 每 一 院 中 ,每 一 个 人 的 政敌 都 不 多 于 1 
T. GER WMR B Ж А 的 政敌 ,那么 4 URB НУЖНО 

(全 苏 ,13 ж) 
・50・ 


що ”某国 家 建立 航空 网 ,任何 一 个 城市 与 不 多 于 3 个 
城市 有 航线 直接 通航 ,而 且 从 任何 一 个 城市 到 另外 一 个 城市 
最 多 只 换 乘 一 次 . 问 这 个 国家 最 多 可 能 有 多 少 个 城市 ? 
(全 苏 ,3 в) 
жж 如 (图 14) 所 示 , 任 
意 给 定点 QivQ, 它 们 不 在 图 中 
的 任 一 线 及 上 .求证 ,不 存在 连 
жа оно 的 折线 ,使 得 в, 
《1) BEALP Beg — RA 
авия-к, EZ ` 
《2) 折线 P 不 自身 相交 И 
о) BEER PAGE EE TUR 
VVV ЮУ, (ЕМ. 届 ) 
му (图 15) 是 由 16 条 线 
段 组 成 的 图 形 , 证 明 不 能 画 出 一 条 
折线 , 它 和 图 形 的 每 一 条 线段 都 相 
交 , 而 且 只 相交 一 次 (这 条 折线 可 以 
是 开 的 ,可 以 是 自身 相交 的 ,但 折线 
的 顶点 不 能 在 线 仆 上, 而 折线 的 边 ae 
也 不 能 通过 线 肌 的 公共 端点 )。 (ER, 届 ; 莫 斯 科 ,1961) 
ND8 ШЕОЛ > 2 个 点 ,每 个 点 用 线段 与 其 余 各 点 
相连 ,能 否 一 笔画 出 所 有 这 些 线 及 ,使 第 一 条 线 自 的 终点 与 第 
二 条 线段 的 起 点 相 重合 ,第 二 条 线段 的 袋 点 与 第 三 条 线段 的 
起 点 相 重合 ,第 三 条 线 肌 的 终点 与 第 四 条 线 肌 的 起 点 相 重合 ， 
等 等 ,最 后 的 一 条 线段 的 终点 与 第 一 条 线段 的 起 点 相 重合 ? 
(波兰 ,1964) 
7412 


то 阿 瑟 于 在 王室 召见 他 的 2n TRE LEREZ 
间 互相 有 仇 ,但 每 一 个 武士 的 做 人 不 超过  — 1 ARE: M 
琴 王 的 谋 臣 米尔 林 能 让 这 2n 个 武士 围 在 一 圆桌 周围 ,使 每 一 
武士 相 邻 座位 的 都 不 是 自己 的 仇人 《莫斯科 ,1964) 
Hio 平面 上 有 40 全 点 , 下 共 线 ,每 一 点 至 少 
与 其 余 27 个 点 之 间 有 线段 相连 接 , 求 证 : 必 可 找到 4 点 ,它们 
之 中 任 两 点 间 有 线段 相连 接 。 ЧТ. .1986 ,初中 ) 
Жо 大厅 里 聚集 了 100 个 客人 , 他们 中 每 人 至 少 与 
67 个 其 他 人 相识 ,求证 :在 这 些 客人 中 存在 4 人 ,他 们 两 两 相 
识 ,但 是 ,如 果 他 们 中 每 人 至 多 只 与 66 个 其 他 人 相识 ,那么 可 
能 任何 4 个 人 中 , 必 有 两 人 互 不 相识 - 《波兰 ,1966) 
题 102 一 次 会 议 有 1990 位 数学 家 参加 ,其 中 每 人 至 少 
有 1327 位 合作 者 .证 明 :可 以 找到 四 位 数学 家 ,他 们 中 每 两 个 
人 都 合作 过 。 (MO 备 选 题 ,31 届 ) 
mio 由 10 个 大 学 生 按照 下 列 条 件 组 成 运动 队 :(1) 
每 人 可 参加 若干 个 运动 队 ! (2) 任 一 运动 队 不 能 完全 包 会 在 
另 一 运动 队 中 ,或 与 其 他 运动 队 重 合 (但 可 以 部 分 重合 ). 问 ， 
至 多 可 组 成 多 少 个 运动 队 ? 每 队 是 多 少 人 ? 
《苏联 ,1977 ,大 学 生 
題 104 在 学 校 里 有 2n 门 课程 ,所 有 学 生 的 成 绩 都 是 4 
分 或 5 分 ,任何 两 个 学 生 的 成 绩 都 不 全 一 样 ,任何 两 个 学 生 也 
不 能 说 一 个 比 另 一 个 成 绩 好 ,证 明 : 在 这 个 学 校 里 学 生 的 总 数 
不 超过 C3,。( 这 儿 , 学 生 甲 比 学 生 乙 成 绩 好 指 的 是 ,如 果 各 门 
功课 的 成 绩 . 学 生 甲 不 比 学 生 乙 差 ,而 有 某 些 功课 , НКС, 
時 《莫斯科 ,1958? 
105 Ë 4 是 一 个 有 ?个 元 素 的 集合 ,4 0) m TTR 
・52・ 


АДА А 两 两 豆 不 包含 , 试 证 : 
а Ханя: «Ус 


FH (Ai 表示 A ТА ЛОИ СУ 表示 ヵ 全 不同 元 理 取 
14,1 个 的 组 合 数 ， 《全国 联赛 ,1993? 
题 106 ”一 个 保险 柜 的 锁 由 三 个 施 纽 组 成 ,每 个 旋 纽 有 8 
种 不 同位 置 , 由 于 保险 柜 构 造 上 的 缺点 ,三 个 旋 纽 中 只 要 有 两 
个 在 正确 位 置 时 , 柜 门 即 被 打开 . 问 至 少 尝试 多 少 次 组 合 , 才 
能 保证 门 一 定 被 打开 (假定 不 知道 “正确 的 组 合 ")? 
(MO 备 选 题 ,29 届 ) 
Mw) 如果 在 集合 4 中 , FE т TOUR arar, 
an( 人 允许 相同 ) ,满足 等 式 a, + а, 十 … ал та. АВИ 
就 说 集合 4 是 mm 项 相关 的 .已 知 集合 {1,2,… п. ЖЕЖИ 
分 为 两 个 不 相交 的 祭 合 的 并 时 ,在 这 两 个 集合 中 都 必定 存在 
至 少 一 个 集合 是 mm 项 相关 的 ,其 中 严 之 3. 试问 ,自然数 n- 的 
肥 小 可 能 值 是 多 少 ?并 证 明 你 的 结论 。 《全 国 集训 队 ,1991) 
Шз 给 定 一 个 "个 顶点 的 完全 有 向 图 , 即 给 定 m 个 点 
1,2 + 任何 两 个 点 7 а j EGET TOI i 
求证 ,可 以 把 点 1.2、 重新 排列 成 wi saa, 
>a, (美国 19 届 ) 
Ж 109 nC 3) 名 乒乓 球 选手 单打 比赛 若干 场 后 , 任 画 
两 个 选手 已 赛 过 的 对 手 从 好 都 不 完全 相同 ,证 明 :总 可 以 从 中 
去 掉 一 名 选手 ,使 得 余下 的 选手 中 ,任意 两 个 选手 已 赛 过 的 对 
手 ,仍然 都 不 完全 相同 。 《全 国联 赛 ,1987) 
Жо ”对 有 限 集 的 每 一 不 同 元 素 对 (=,y) ,都 有 一 个 
BK Sry) = 0 或 1 与 之 对 应 ,并 且 对 所 有 zy(z жу), В 
・53・ 
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JG) E fy, DERAA Е 
OO X 是 两 个 不 相交 的 非 空 集合 U、Y 之 并 ,对 任意 zxE 
Uw ЕУ, В ил) = 1, 
OD X 的 元 素 可 标 上 потта, 使 得 Арт) = 
Танау mo mf uan) = Лана) =1, 
АМО 备 选 题 ,30 ЩО 
题 111 ”一 次 舞会 上 参加 者 是 男孩 和 女孩 ,每 个 男孩 有 
若干 个 女友 , 任 给 一 个 男孩 的 集合 M ,至少 以 M 中 一 个 男孩 
为 男友 的 女孩 集合 人 数 不 少 于 M 的 人 数 .证 明 :每 个 男孩 能 
和 他 的 一 个 女友 同时 起 舞 。 《罗马 尼 亚 选拔 赛 ,19787 
Ші: 在 一 次 国际 象棋 比赛 
中 有 "个 选手 ,每 人 要 同 其 他 所 有 
参加 者 比赛 一 场 (每 天 最 多 一 场 )- 
进行 全 部 比赛 最 少 要 用 多 少 天 ? 
《罗马 尼 亚 ,1978)》 
из GR EOM 


色 才 能 给 (图 16) 中 的 边 着 色 ,使 得 quio 

BASSO A HY ЕТ KERR FIA 

Bits (т KATE). 《福建 ,1983, 初 中 ) 
Жїн Нама сва = 1,2571) 是 实数 省 个 闭 区 


Miah J Das ibi] and] 中 任 两 个 闭 区 间 至 少 有 一 个 公 
RARE FEA CERAN n TAREE. 
( 普 特 南 ,14 E) 
Ши БАЈА Ап 24) HFH LEMAR, 3 
TORT АЗА. ЖЕ. TEE RUN TUERI. 
(IMO 备 选 题 ,31 ж) 
до 


#116 ”考察 个 不 同 的 元 素 a,b,c. HEUS ЖЕ 
对 , 像 ievcae,ab 这 样 的 三 对 称 为 一 个 三 角形 ,求证 :如果 4e < 

ут, ERE e 对 ,它们 不 能 组 成 任何 三 角形 . 
( 普 特 南 ,26 届 ) 
题 117 ”空间 中 的 но > DJs + 1 条 线段 连 
接 。 求 证 :至 少 形成 一 个 三 角形 ,并 证 明 :对 每 个 n, 存 在 2n 个 
点 ,用 哇 条 线段 连接 ,不 形成 任何 三 角形 。 〈 普 特 南 ,16 ЈЕ) 
вв 有 20 个 队 参 加 比赛 ,任何 三 队 中 , 必 有 两 队 已 
经 比赛 过 ,至 少 要 进行 多 少 场 比赛 ? 《全 苏 ,3 届 ) 
Wii SERE] са сеп т ЖКТЕ Са, 

з 


n 


O ARERR жи EDH 4m * РЕЛОВ(а ће), 
а 0), bre), (cva) 都 属于 S. 
Gk Sk JLIS XJ" ШЕЕ. (a,b) Sa) 视 为 同一 对 .) 
СЕЖЖК ,1989) 
а» 已 知 空间 中 九 点 ,其 中 任何 四 点 不 共 面 .在 这 九 
点 间 连 结 若干 条 线段 ,使 图 中 不 存在 四 面体 。 问 图 中 最 多 有 多 
少 个 三 角形 ? 《国家 集训 队 试题 ,1994) 
Шіп 已 知 4.B.C,.D 为 平面 上 的 两 两 距离 不 超过 1 
的 任意 四 个 点 , 今 微 作 一 个 国 材 盖 此 四 点 ( 即 A.B.C.D ER 
内 或 圆周 上 ), 问 半径 最 少 该 为 多 少 ? 试 证 明之 。( 上 海 ,1985) 
Ші: #А,В,С 三 点 彼此 间距 离 都 不 超过 1 ,证 明 必 
定 可 找到 一 个 半径 不 超过 - 的 俩 包含 这 三 点 在 内 . 


CEN. 1963) 
Шіз ПРАТЕНА k ERAEN ЖЕ: 
256» 


ы а. 
«+ 个 半径 为 -三 的 图 内 - 《 普 特 南 ,9 жо 


Шім 证明, 除 四 面体 外 ,不 存在 任何 一 个 凸 多 面体 ， 
它 的 每 一 个 顶点 和 所 有 其 余 顶 点 之 间 有 梭 相 连接 。 

《匈牙利 ,19477 

№125 证明 ;在 空间 中 不 可 能 有 这 样 的 多 面体 存在 , 它 
们 有 奇数 个 面 ,而 它们 的 每 个 面 又 都 有 奇数 条 边 。 

《北京 ,1956) 

#126 Шамс. ERA 5. = 042,7) 的 一 个 

置换 .S. @ Ж 称 为 这 个 置换 的 一 个 固定 点 ,如 果 a, = i. 

的 园 换 如 无 固定 点 , 称 为 3. 的 一 个 更 列 。S。 ана... 

ЖЕ: CD ез = 0,4: = 1.4. = (n — Dg +80 


022. 
(2 S. 6 — TEE SIR OA A. U 
M.- gal =1. On $t X 1982» 


Шіл БРДО 是 集合 (1,2…xa) 的 保持 上 个 点 不 动 
的 排列 数目 。 


RIE: SAPD = n! (1MO, 28 в) 


~ 
тз роитяконкияй кво ха 
коља в CARER FERIA 
т o amemus 
Bi» 平面 上 任 给 四 人 看 的 点 ,它们 之 问 的 大 下 
ЖУВлЕЖ НЕА. Ел > УТ. 
《匈牙利 ,1961; 德 国 ,1962; 澳 大 利 亚 ,1991) 
Nux 在 平面 上 放置 四 个 点 ,两 两 放 结 所 成 的 六 条 线 
sies 


в ,其 中 最 大 线段 长 为 1, 量 小 线段 长 为 a, 则 所 有 济 足 上 述 条 
件 的 四 个 点 中 ,oa 所 取 之 最 大 值 是 多 少 ? 《北京 ,1990, 高 一 ) 

题 131 ”平面 上 任 给 五 个 相 异 的 点 ,它们 之 间 的 最 大 距 
离 与 最 小 距离 之 比 记 为 \。 求 证 ;过 2sin54", 并 讨论 等 号 成 立 
的 充 要 条件 。 《全国 联赛 ,1985) 

Шіз 平面 上 任 给 六 个 相 异 的 点 ,它们 之 间 的 最 大 距 
离 与 最 小 距离 之 比 记 为 ). 求 证 ,过 УЗ. 

(波兰 ,19661 普 特 南 ,25 ЛЕ EUR] 1975) 

题 133 ”考察 平面 中 3n 个 不 同 的 点 组 成 的 集合 兴 , 任 两 
点 之 间 的 距离 不 下 过 1 ЕЙ, 

а) 对 财 的 任何 四 点 中 ,至 少 有 两 个 点 ,其 距 于 下 超过 

1 

TP 

(2) 如 果 = 2, 对 任何 * > 0* 存 在 六 个 点 的 构 形 ,使 其 
12 4 ERURCE IX (C1. 一 “，1) ,但 不 存在 这 样 的 构 形 ,使 至 少 

1 
Зе). 
ут 
(3) 存在 一 个 半径 不 超过 > 3 的 圈 , 含 了 所 有 的 点 。 
4 
“Q M 中 存在 两 点 ,其 听 商 不 超过 3 — — 77 


(FERE 1978 ARIN 


(ERI 

Ж 91、92 是 图 论 中 如 下 一 个 定理 及 其 推论 的 直接 应 用 

定理 + 一 个 图 中 所 有 点 的 度 之 和 是 边 数 的 两 倍 ， 

推论 2 ”任何 图 中 , 度 为 柯 数 的 点 有 偶数 个 .( 注 ,图 中 点 
457 


的 度 指 的 是 该 点 所 引出 的 边 的 条 数 ) 

Ж 52 又 是 斯 泊 奈 (Sperner) 于 1928 年 得 到 的 引 理 的 特 
例 。 

M эз 背景 为 如 下 定理 : 

定理 3 ”一 个 图 是 树 , 即 连通 是 没有 回路 , 则 它 的 边 数 比 
点 数 少 1。 

Bi 94 是 前 苏联 数学 家 博 罗 金 (0. B. Ворокин) 提出 的 , 它 
可 推广 为 如 下 图 论 定理 。 

定理 4 ”一 个 图 中 所 有 点 的 
度 均 不 大 于 2k + 1, 则 可 把 点 分 
成 两 部 分 4 5 8. ACB) 中 
ма -点 至 多 只 与 4 ぢ ) ФА АН 


E 95 BET CH 17), 此 图 称 
KR (Petersen) В. 

№ 96、97、98 直接 应 用 欧 拉 
(Euler) 图 的 判别 定理 . 

定理 5 ”一 个 连通 图 是 欧 拉 加 ,如 存在 一 条 包含 每 条 边 
一 次 且 只 一 次 的 回路 , 当 且 仅 当 图 中 所 有 点 的 度 是 偶数 。 

推论 6 ”一 个 连通 图 能 一 笔画 , 当 且 仅 当 图 至 多 有 两 个 
点 的 度 是 奇数。 

Bi 99 直接 应 用 哈密 顿 (Hamilton,1805 一 1865) #1 
别 定 理 , 即 犹 拉克 (Dirac)1952 年 发 现 的 一 个 定理 。 

定理 7 (Китая) 简单 图 ( 即 任 两 个 不 同 点 至 多 
一 条 边 连接 ) 中 ,每 一 点 的 度 不 小 于 点 数 的 一 半 , 则 这 由 是 哈 
密 顿 图 , 即 存在 包含 所 有 点 一 次 且 只 一 次 的 回路 。 

- 58・ 


(图 17) 


Ji 100 一 102 ЕЯ, ЕЖЕ (Zarankiewicz) 定理 . 

Жиз Што 任 4 点 不 共 面 ,每 一 点 至 
РА" + 直 其 它 点 用 线段 相连 , 则 至 少 有 点 ,机 
两 之 间 有 线段 相连 ， 

题 103,104 为 斯 泊 泰 定理 之 特例 。 

定理 9 n RELACI 个 子 集 两 两 互 不 包含 。 

題 105(1) 为 波 罗 巴 斯 (Bollobas)1965 年 发 现 的 定理 ,用 
此 定理 可 证 明 斯 泊 素 定理 。 

Bi 105 是 卡 弗 雷 斯 (Katbfleisch) 与 斯 坦 通 (Stanton) 于 
1969 年 得 出 的 结果 : ЖЕНЖр НЫЕ, 至 少 要 尝试 
Eyes. 

Е 107 是 比特 斯 巴 恰 (Beutelspacher) 与 伯 昔 斯 特 万 斯 基 
(Brestovansky) 1982 年 提出 的 问题 。 

108 为 雷 地 (Redei)1934 年 证 明 的 定理 

题 110 2 8 (Мооп)1966 年 证 明 的 定理 。 

тіп ÆÆ/R (Hall) 1935 年 证 明 的 定理 

题 112,113 是 关于 图 的 边 色 数 ,即使 得 有 公共 端点 的 两 
条 边 不 染 同一 种 颜色 所 需要 的 最 少 色 数 ， 

8 114,115 ЕЖЕ (Helly) 定理 。 

题 116 - 120 为 托 兰 (Turan) Я, 119 2 
fy (Mantel)1907 年 证 明 的 . 

121-123 为 扬 格 (Jung) 定理 。 

题 124 之 背景 是 ,m( 5) 点 的 完全 图 ( 即 任 两 不 同 点 有 
ЕЮ) 必 非 平面 图 。 

构造 平面 图 的 对 偶 , 每 一 区 域 视 为 一 点 ,两 区 域 有 一 公共 

ЕСІ 


边界 , 则 连接 相应 两 点 ,得 到 的 图 是 这 个 平面 图 的 对 偶 , 题 
125 实质 与 题 91 相同 。 

Mi 126 一 128 是 更 列 问题 .下 述 定理 可 利用 容 斥 法 则 证 
明 。 

定理 10 RAS. = 02.7.2) 的 更 列 数 

D, =" 

Ei 129 — 133 ВМА Heilbronn) 型 问题 ,平面 上 给 定 
пт, Ни НИЕ И ЖН ома M D/d 的 最 小 值 人 
是 多 少 ? 

大 129 表 明 A= VT сон, 是 131 表 明 = 


жо $, 现在 已 证 得 和 = 2cos b = 2, А = 1 
+. э я > он. 的 值 还 未 能 确定 - 


Ux) 

ОВАА Aen ALAS А, ЖА Я CAS А. 
设 共有 上 对 相识 , 则 涉及 24 AX ША Ad, ЛЕЕ 
фашваж ка +d, + +d, = а њи Ата. 
dirid, ВУНЕ ЛАК. 

(92) 每 个 边 长 为 1 的 正三 角形 视 为 一 点 ,人 42BC 外 部 视 
为 一 点 ,如 果 一 个 小 正三 角形 与 A4BC 的 外 部 或 两 个 小 正三 
角形 有 边 长 为 1 的 公共 边 , 旦 这 边 的 两 个 端点 染 不 同 闸 色 , 则 
Нм RAR. 

важна. В.С ТТ, В. Ж @. AB ВС, 
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CA 上 均 有 奇数 条 边 长 为 1, 且 两 端 异 色 的 边 显 然 , 这 些 边 所 
在 的 小 正三 角形 对 应 点 的 度数 至 少 是 2, 且 与 SABC 外 部 对 
应 的 点 的 度数 为 奇数 .由 推论 2( 证 法 如 题 91 ), 必 有 一 小 正三 
角形 对 应 点 度 为 奇数 3, 此 三 角形 三 个 项 点 两 两 异 色 ， 

(93) 首先 证 明 , 必 有 一 点 是 唯一 线段 的 端点 ,然后 对 
行 数学 归纳 法 。 

(94) 议员 A 5 且 是 政敌 , 称 为 一 个 政敌 对 -分 成 两 院 的 
有 限 种 可 能 分 法 中 ,两 院内 政 杖 对 之 和 最 小 的 一 种 分 法 合 本 
EER EORR ДНЕ АЛЕНЫ SXF BA 
调 往 另 一 院 所 得 分 院 方法 至 少 能 减少 一 政敌 对 ,与 原 分 院 方 
法 政 敢 对 之 和 最 小 矛盾 - 

(95) 与 城市 A, 直 技 通航 的 至 多 А,.4... а As 
АДА 每 一 市 直接 通航 的 除 A, 外 至 多 两 市 . 异 于 AAA 
MEEK Ao АА А А Awt A Ane „Ар ИЖ 
МЕНДЕ А, Aso А 中 .否则 ,此 市 与 4, EARRA 
两 次 才能 到 达 . 故 最 多 有 10 个 城市 。 

由 彼得 麻 图 (图 17), 最 大 可 能 值 为 10。 

(96) 每 一 个 区 域 视 为 一 点 , 任 两 区 域 都 有 公共 边 ,相应 
的 两 点 连 一 线 , 则 该 图 有 4 点 ,每 点 的 度 均 为 3, 故 不 能 一 笔 
B. 

(97) 如 上 ,该 图 有 6 点 , 度 分 别 是 44、.5.5.5,9, 故 不 能 
– и. 

(98) MAn RRE n MME n 12 
偶数 . 即 ”为 奇数 时 ,才能 一 笔画 . 

(99) REN BOKER EHD. 

(100 — 102) Е — Жу @ «HOSE FE 8. 


„в. 


i= и pa A Жо N B.B. RR 


Ж В ED дн, ROBERT В ВВ, 的 点 有 =t 
TR B EDS Bo Вос 中 的 

:–—а— ===" 
„2 лав, = 
2n ADD, 
RETE, А, = P, ED P Pare P, PEC — Dt € 
ー 2 > 0 АНЖЕ ЈОНА, А.А. A ЈЕ 
Wm ki. 

(105) ФА = (1,2, 12 n АЈ то ока ео 
称 方 : 型 排列 、 若 排列 的 前 14,| TEREK A HERA A. 
А, A 丁丁 互 不 包 含 、 故 毎 一 排列 至 多 属 衝 一 不 型 .: 型 排 
AA LAO 一 ADT k 


Ўрале Іар 


两 边 除 以 ml, 得 (1) 

由 哥 西 不 等 式 ,得 

(Sei ағ)» Е Ves as] =" 
RO. 

(104) BE лсе сетио Rm CEP 
n = 10588 103 答案 :至 多 Ci, НЕВА EASA. 

(106) 32 

(107) п. =m т 1 

(108) Ял ЗЕНА. 

(109) SEF МИА РАНЕ А.Ш А.А. 
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А, „С 至 4 


сис» 


B FE]. 4 t A 恰 多 一 个 或 少 一 个 选手 , 则 点 ;与 j 连 一 
线 ,并 称 这 边 由 这 多 或 少 的 选手 引起 ,得 "点 图 , 若 此 图 有 回 
в , 则 回路 上 必 有 两 边 刀 与 ”7 由 同 选手 引起 -去掉 边 2. 
“引起 的 选手 ” 集 不 变 。 依 此 下 去 可 得 无 回路 图 , 边 数 п 
1, 故 “引起 的 选手 ” 集 至 多 有 ”一 1 名 选手 , 即 必 有 选手 4, 任 
何 边 不 是 由 他 引起 。 去 掉 选 手 A, 则 对 任 两 个 不 同 的 二 7,4 一 
А, — (4). 
(110) 情况 (1) 不 出 现 , 对 归纳 证 明 FEE GS < 0 < и) 
个 元 素 төлесе zw 使 
Жад = Лара) = == = Лара) = Лана) 
ап 对 男孩 个 数 行 归 纳 法 。 
ai #2 Паж 
(113) 4 种 - 
(114) 先 证 :maxu, < minb ,得 maxa, 在 所 有 闭 区 间 中 。 
(115) 对 ”归纳 证 明 :平面 上 ” 演 4 个 凸 集 , 每 = 一 1 个 凸 
集 有 公共 点 , 则 所 有 凸 集 有 公共 
(116) 8 v = 2n "Жаһан" 
aa, x ix 
ARR asas as BER, 
m + 1 жу 2а + D 中 的 < 対 。 
(117) Ял > 2 归纳 证 明 ,或 视 为 题 119 之 推论 。 
(118) 未 比赛 的 两 队 癌 连 一线 ,由 题 116,117, 至 多 [2 ] 
= 100 ul ЖС, — 100 = 9038, 
- (119) Gu € S RiER ab п mil ia <i 
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=n +n аа, Kin. 


<D RH dit iih 

j HE. MEDA d + d,— n 

角形 恰好 计 三 次 , 故 至 少 有 
А= т 3.21 (di + dj — n) 


келен көлден 


а + da, — n R5 i. 
角形 以 妃 为 一 边 ,每 个 三 


“Ж. ms oam 
$3 
(120) 27 
l 
2D === 
щете: 


(124) 设 多 面体 有 с 个 点 ,e ЕЈ ЋЕ ВЖНАЖ 
“-еку-ж?2 
由 条 件 得 
е отр 7 
数 


ige Te -р+ Le -1› 


8 ov«eAmv- 
026) iE f. = ng. (022, f = 1, 
g.—ni[1— ++. + 

(127) P.G = Сї + g.-,(g.-, m 126), 


029) 对 四 点 的 凸 包 形状 分 情况 讨论 。 


(130) ВЖ 129,а < xt, 
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em 


аз) 对 五 点 的 西 包 分 情况 讨论 。 

(132) 对 六 点 的 西 包 分 情况 讨论 。 

(133) © НИЯ 130. 
DE ЛАВС 为 边 长 1 的 正三 角形 ,充分 接近 点 4 
B.C 处 各 到 两 点 ,可 使 12 PERM CIC — с. 
1) 后 半 部 分 由 (1) 得 。 
ФИН 123. 
O аа БЕЛ ра AERA RE. 
í 为 半径 之 In 个 国 , 两 两 不 相交 , EIEEE 
513 +5280. 


i VE би 
хе» "зак Y 


2 


r< 
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A RS" а НЕ 


хип 
№ 134 数 1,2,3,4,5 НЕЖИН ЖЕ. & FT 
以 在 某 组 中 找到 两 个 数 ,它们 之 差 与 这 一 组 中 的 某 个 数 相等 - 
(匈牙利 ,1924) 
Шіз ”一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 六 个 国家 ,共有 成 员 
1978 人 ,用 1,2,3,…,1977,1978 编 号 .证 明 :该 社团 至 少 有 一 
个 成 员 的 号 数 与 他 的 两 个 同胞 号 数 之 和 相等 ,或 是 另 一 个 同 
LUE OLI (IMO,20 Ж) 
题 136 %1.2.3.--.1984.1985 共 1985 不正 整数 任意 
356.5 m IP e fi ТВ. лата 
组 具有 性 质 , 至 少 有 一 个 数 等 于 同一 组 中 其 它 两 数 之 差 . 


《苏州 ,镇 江 ,19857 

137 求证 ,把 1,2.3,…,9 任意 分 成 两 组 , 必 有 一 组 

含 三 个 数 ,它们 成 等 差 数 列 。 《罗马 尼 亚 ,19787 
题 138 求证 ;可 把 1,2,… ,1986 分 成 两 组 ,使 得 任 一 组 
不 含 18 个 成 等 差 数列 的 数 。 《匈牙利 ,19867 


题 139 可 把 M — {1,2,….1987} 分 成 四 个 两 两 不 交 的 
子 集 ,使 得 任 一 个 子 集中 ,不 存在 10 个 成 等 差 的 数 。 

ОМО & #8 28 届 ) 

不 共 线 , 任 四 点 不 共 面 ， 


во 空间 中 的 六 点 , 任 三 
-66° 


成 对 地 连接 它们 得 15 条 线段 .用 红 或 蓝 色 妇 这 些 线段 (一 条 

线段 只 妇 一 种 颜色 )。 求 证 :无 论 如 何 染色 , 恒 存在 同色 的 三 角 

X. ( 普 特 南 ,13 Ж) 

题 14! ”连接 圆周 上 9 个 不 同 点 的 36 条 线段 , 染 成 红色 

或 蓝 色 .假定 由 9 点 中 每 3 点 所 确定 的 三 角形 ,都 至 少 有 一 条 
红色 边 。 证 明 :存在 四 点 ,其 中 每 两 点 的 连 线 都 是 红色 的 。 

《加 拿 大 ,1976) 

题 142 C 17 位 科学 家 ,其 中 每 一 位 和 其 它 各 位 科学 家 

都 通信 ,在 他 们 的 书信 往来 中 仅 讨论 三 个 题目 ,而 每 两 位 科学 

家 仅仅 讨论 一 个 题 日 ,证 明 :至 少 有 三 位 科学 家 ,他 们 之 间 互 

相通 信 所 讨论 的 是 同一 个 题目 . (IMO,6 је) 

题 143 Bi mnn + 1 ТРЕВИ a ат ан Са < 

а < a RA RETURA m + 1 个 数 ,使 它们 中 

没有 一 个 数 能 够 被 另 一 个 数 和 整除 ,或 者 可 以 找到 ”十 1 7%. 

使 得 依照 从 小 到 大 的 顺序 排列 , 除 最 前 面 的 一 个 数 外 ,每 个 数 


都 能 被 它 前 面 的 数 整 除 。 ( 普 特 南 ,27 Ж) 
题 144 ”在 一 直线 上 给 出 50 条 线段 ,证 明 以 下 结论 中 至 
少 有 一 个 成 立 ; 
а) RE 条 线段 有 公共 点 + 


(2) 可 以 找到 8 条 线段 ,两 两 没有 公共 点 。 〈 全 苏 ,6 ж) 

Hus ”平面 上 有 五 个 点 ,其 中 任 三 点 不 共 线 求 证 ; 必 
存在 四 点 ,它们 是 一 个 凸 四 边 形 的 顶点 。 

Сант ,23 届 ; 莫 斯 科 ,1947? 

146 在 一 平面 上 给 定 m 个 点 ,其 中 ">>4, 且 无 三 点 在 

同一 直线 证 :至 少 可 以 找到 CI-， 个 以 上 述 已 知 点 为 顶 

点 的 凸 四 边 амо. ж) 

"A 


Ши? ETE A АЛА У НЕ AAAA 
在 四 边 形 AAAA 内 取 一 点 А MRANA AA... A, 
中 任 三 点 不 共 线 . 求 证 :从 中 可 选 出 五 个 点 ,它们 是 一 个 凸 五 
MEHRA. СЕЊ 


(WRI 

# К (Schur „1875 — 1941) F 1916 年 证 明 , 任 给 一 个 正 
整数 ?存在 称 数 九 ,使 得 把 1,2,3,…',/ 任意 分 成 类, 必 有 一 
类 存在 三 个 (不 必 不 同 的 ) 整数 =.y.= ,满足 了 十 ?一 =。 

了 的 最 小 值 记 为 S., 称 为 舒 尔 数 。 

现在 已 得 到 ， 

5, = 508 134) .5, = 14,5, = 45,5, < 326,5, < 1957. 

Bi 135(1978 年 提出 的 试题 ), 题 136(1985 年 提出 的 试 
BO 中 ,命题 者 巧妙 地 把 年 份 数 1978、1985 КАЖИ. S, 
< 1957 可 知 ,这 两 道 是 可 谓 是 “迟到 "的 试题 一 一 在 1957 年 
就 可 以 提出 类 似 的 问题 为 试题 ,同时 ,把 1957 ЗК ИЕ 
中 的 数 1978 5 1985, 

当代 数学 家 保 乔 (Baudet ) 还 在 荆 庭 根 大 学 当 学 生 时 就 
提出 铺 测 , 正 整数 集 任意 分 成 两 类 , 必 有 一 类 含 任意 多 个 数 、 
它们 组 成 等 卷 数 列 ， 

TÉ MERC E (Van der Waerden) 于 1927 ФЕЯ Т БЁН 
甚而 证 明了 : 任 给 正 整数 mn, 存在 整数 ERE 1.2. 
プ 任意 分 成美 , 用 有一 美 含 人 数 成 等 差 数 列 。/ 的 最小 
Жас Won n) ИЕН ЖАНЫ. 

现在 ,已 得 
WD = O08 BD WAD = 35.W(3,3) = 27， 
・68・ 


W(3.4) = 76.W(5.2) = 178. 

题 138 表明 W (18,2) > 1986, 现 已 证 明 :W(18,2) > И 
x 27, 此 题 可 谓 是 *“ 早 到 "的 试题 - 

题 139 表明 W(10,4) > 1987, 

KERE ER. HPK. EF FE KLIK (Ramsey) 
ЗЕ XEERTIESH m n 2 2, 存 在 正 整数 了 ,使 得 空间 中 /了 个 
点 , 任 四 点 不 共 面 .两 两 连接 这 些 点 的 线 惧 染 上 红 或 绿 两 色 - 
则 或 者 有 m 点 ,两 两 之 间 线段 染 红色 ,或 者 有 点 ,两 两 之 间 
线段 染 绿色 。 

了 的 最 小 值 记 为 Ren o УВА. 

现在 已 知 R(3,3) = 608 140),R(3,4) = 908 141). 
R(3,5) = 14,8(3,6) = 18.R(3,7) = 23,R(4,4) = 18 

BERI £ HEN, НМ. EEEN п. ЗЕЕ 
整数 3 23 ОДО Емакин PIP 37473 
的 线段 染 上 n 种 颜色 之 一 , 则 必 有 三 点 ,两 两 之 间 连 线 同色 . 

талма Ra. 

现在 已 知 Ra = R(3,3) = 6,R, = 1708 142) 

Bi 143,144 即 艾 道 斯 (Erdos)- 捷 科 斯 (Szekeres) 定理 。 

当代 数学 家 艾 道 斯 与 捷 科 斯 夫妇 证 明了 :对 任何 正 整数 
3, 存 在 正 整数 /. 使 得 平面 上 任意 个 点 , 当 任 三 点 不 共 
线 时 , 必 存 在 二 个 点 ,它们 是 某 个 凸 边 形 的 顶点 ， 

f fB RICO E. 

RECAE = 3E = 5( 题 145),E = 9%( 题 147 为 其 特 
ВИШЕ) ЈЕ, = 17. 

艾 道 斯 与 捷 科 斯 夫妇 猜测 ;天 
ЖӚНЕ. 


2 十 1。 此 猜测 至 今 还 
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рада кке AERE E. 的 确定 
都 是 组 合 论 中 很 难 的 问题 . 较 简单 的 情况 与 较 绊 的 结论 常 可 
做 为 竞赛 题 - 


пяна 
《134) ВНЖ EDAEN aaia HERI 
<ar Сайа — a ay — ana — a В ЛЕН, ДИ. 
有 两 数 之 卷 与 这 组 中 某 数 相等 .否则 ,此 三 数 同 在 另 一 组 , 因 
Ка; a) — (a — a) = à, 一 av 故 另 一 组 有 两 数 之 差 与 这 
-组 中 某 数 相等 。 
03) BREEN ,某国 家 , 记 为 A РОЗИ) +1 
= 330 Л Ван <a, ご … Сава адът узо 
ЗА 某 成 员 之 编号 ;得 证 . 理 则 是 另 五 国家 成 员 之 编号 ， 
必 有 某国 , 记 为 Ау EDR RHC) + 1 = вола < 
by < by RE ав — bob — b ЖАЖА, 某 成 
员 之 编号 ,得 证 .否则 ,是 另 四 国 成 员 之 编 员 , 必 有 某国 , 记 为 
A EPAL) +1 = И ааа а ess 
,en 一 6 为 Aiv4: 或 4 某 成 员 编号 ,得 证 ,否则 ,是 另 
三 国 成 员 编号 , 必 有 某国 , 记 为 A, EARLE) + 1 一 6 
Кота < d, c c d didi did — дот — di 
ИТТІ GERI E 3HER Ай 
号 , 必 有 某国 , 记 为 4, 至 少 有 [村 ] + ュー 3 人 ,编号 < << 
ре, meet e МА ЛАА АЛА BL IO BIE. 
‚210° 


те 


和 否则, 均 为 另 一 国 А, 成 员 编号 .e, 一 ez 必 为 某国 成 员 编号 ,此 
国 含 要 求 的 成 员 。 

136 同上。 

《137) 分 情况 讨论 。 

(138) 1986 个 数 分 成 两 组 ,共有 279 一 1 种 分 法 . 某 组 有 
ВИ iaa Ка ла + 174(4 > 0) 当 且 仅 当 1 
€««199,1«4« BESE, 

对 于 每 一 对 a d, ти 2 种 , 故 有 18 个 数 成 等 


= 2” На + 2 + =- + 115) + 14 X 16] 
= 296 x 115014 <2%-1, 

(139) ШЕ ЖЩ2 1987 21802 2176; FZ 1986 可 改 
H 2119. НОК НИША iÑ“ ERU" А. 

(140) 由 抽 层 法 则 ,由 一 点 4 引出 的 五 线 中 必 有 : 
Я АВ, АС, Ар 同色 , 设 为 红色 。 若 BC,BD,CD 至 少 
红 , 得 红 三 角形 ,否则 得 BCD 是 蓝 三 角形 。 

141)、(142) f E, 

(043) mn 十 1 个 数 中 ,从 a 开 始 ,从 小 到 大 排列 . 除 a, 外 ， 
5 TÓC W E WI 10 65) W 8 M: , 含 的 最 多 的 数 的 个 数 记 为 
Г) mn + 1 PK Ла), Оин Кота + 1) miii >п + 
1 的 数 , 则 得 证 .否则 ,每 个 数 均 取 2 еп k n ВО В 
веки DE m + 1 个 数 取 相同 的 值 ,这 普 + 1 个 数 中 没有 
一 个 能 被 另 一 个 整除 

(144) Я 50 条 线段 是 [ai](1 <i < 50) sb, ж RUN 

He 


记 


NE b ERRES 1 KART HE. SWEDA 43 RR 
Bik(a 5125. 8 如 是 这 些 线段 的 b RM Ж Е 
RRES? 条 线段 中 ,得 证 。 否 则 ,至 少 有 36 Ва, 5] 
之 右边 , 依 此 下 去 ,或 得 8 ЖАНА, RA 个 两 两 无 
公共 点 之 线 用 [ai 加 [as ва] и [ab]. 

(146) 任 取 三 点 构成 三 角形 , 设 ДАВС 是 其 中 面积 最 大 
的 一 个 噬 一 3 点 中 任 取 两 点 ,这 两 点 与 A,B,C 中 两 点 成 凸 四 
ИЖ. = 5 得 题 145。 

(147) 分 情况 讨论 : 

O As AcA А РРА У AAAA 2—8 60 
x. 

© А, „Ав, А, А НИЯ 4,4,4,4, 之 对 边 相 
ж. 


472. 


^ 富 侥 的 不 等 式 海洋 


хап 
Шів барса 是 正 数 ,并 且 它们 的 乘积 等 于 LE 
я, 
at + bî + ct + d' + ab + ac + ad + bc + bd + са > 10 
CER п, 1979) 
Ши» Ga 为 自然 数 ,对 任意 实数 г.у НЯ 
まり よさ てら た まい ) 
成 立 , 则 ?= 之 最 小 值 是 多 少 ? 《全 国联 赛 ,1990) 
що 设 ab,c 都 是 正 数 , 且 e 十 6 十 < 一 1 .证明 , 十 十 


ょ + よ >* 《广东 ,1978) 


Wisi #а.с>о0,Нак- RE: 
3 


1 1 1 
гето # PG Ta ааа? Z 


CIMO.36 届 ) 
Has ERr, € lab] RP O< a< dR 
dE. 
Gne әд - а: ++ b 


а-ы. 
< 


т 《全 苏 ,12 届 ) 
・73・ 


Bus Яо<ь<е,Нх<у<:. ЕНТ КР. 
值 最 大 的 一 个 是 ( › 
(Ај ах +by Fes  (B)ar+cy+br 
(С + ay +e: (0) Бе + cy Бағ 
(福建 ,1983 Ф) 
Шіз аб ВЕМа а 0—1 
列 ,求证 : 
p++ E> (匈牙利 ,1934) 
М 155 Ваза. 是 两 两 不 同 的 自然 数 , 则 
+ търка нае И 
(MO,20 届 ) 


Шіз г..." ПЕ Жі. 


же а фи + а 

《全 国联 赛 ,19847 
Е 157 аза м. 都 是 正 数 ,证 明 不 等 式 
а و‎ k. а 《莫斯科 ,1940) 
а Та, а. а 


ав Йа>0><>0.Жік; 

па ba Eb see 

ptg veut ate 《全 俄 ,20 в) 
Hus лу = 1.2... EER На r, > 
Фау Z2 2 2 yar ra" E yy" 的 一 


排列 .求证 ， 


GMO.17 FE) 


Ші й4>02>с>0. RE, 


а ا‎ (上 海 。1978) 
а Жо. ВЕ. 
abe > (abe) 518 (美国 ,3 Ж) 


题 162 n HERY. ab NORM RE nn 为 
实数 ， 3x = «Жа = кат ze 的 变化 范围 。 


(IMO 各 选 题 ,30 в) 
Шіөз 设 w. 之 0, 求 wu 所 需 满足 的 充分 必要 条 件 , 使 
得 対 筑 定 的 ЕЖЕН 
а 2402" 20,20, 
a Fag Ha ти, af + aj + а 
当 这 些 数 存在 时 , 求 a 的 最 大 值 与 最 小 值 
《加 拿 大 ,1989, 集 训 队 ) 
164 Плуг ERN ЖЕЖІН 
плуват tj + = а> оу 


证 明 ЕЕ За ова 


时 相等 . (北京 ,1957; 合 肥 ,1990 初中 ) 
Шів 。 求 最 大 实数 =, 使 得 工 +y 十 = 一 5,ry 十 3 十 
ат = 3 #В ry 也 是 实数 。 《加拿大 ,1978) 


Ші6 Маре >> ба + +d = 4.a + 
ке = 8 Ra MRK. 《加 拿 大 ,1989, 集 训 队 ) 
#167 Морс пл 是正 整数 
a +b ct + dt = 1989, a + b + с + d = т, 
・75・ 


max(a,b,e,d) = 天 ,确定 (并 于 以 证 明 )m n ВЕ. 
(IMO 备 选 题 ,30 Е) 


„Ба, +a = Вт, 


Шів ia, Sar Em <a 
af talt + aj = 8, ЖЕ, 
2Vy-z <а-а<4 /у—т! 
(IMO 备 选 题 ,31 то 
Во Кара ЕМА 
а+6+с+й+е-в,а + + + Фе = 16, 
Re BRX. 《美国 ,1978) 
Ші iasan a, (n 22) # БЕНИ 
aî + aj ++ + а.М = (а, — а,“ 


s 


же > 0 сеф 1990) 
Шіл! оса <, КЕ: 
sina + өлде + demie 0 (匈牙利 .1951) 
ЯЕ 172 Таља > 0,a +a +a = 1,0 <à < 
こね, 求 十 : 成 立 下面 的 不等式 


а жай bao + Ee < Gut 
(北京 :1979) 
Ші 巳 知 <、 ム < 是 三角 形 的 三 辺 代 , へ 是 上 述 三 角形 
HERRE: 
a +H +> 4 ЗА 
并 求 出 在 什么 条 件 下 等 号 成 立 ? (IMO,3 f) 
88174 бабе ДУМЕ ЋЕ ВИ ЕНИ 
积 ,求证 不 等 式 


・76・ 


че A SIANA EE ee 
> [ato — су + ау + са — у) 
амо 4358.31 то 


CHR) 
Ў ааз ча. 是 正 实数 ， 


Ааа bt бе Yaar 


定理 1 и A>C>H PIRX “ны 


Чата 一 


#8: GEREN #А> р. ММ, >М,, $ER 
ЖАНД Ма = а, = 

148-151 ЖЕ 

ж ae 

(а, + а, + 

За abe кари кан о +) 0) 

ату ШАМЕН А.и 

Hm. 


Митић G = фин 

不 等 式 (1) X КИ (Cauchy, 1789 一 1857)- JE K. dk 
CSchwarz,1843 一 一 1921) ЖЖЖ, 

题 152 ”基于 波 利 亚 (Polya,1887 一 ?) 5j ЖЖ (Заево, 
1895 一 ?) МО 右 式 的 另 一 估计 ， 

定理 4 〈 波 利 亚 - 塞 果 ) от <a < M.0<m 
<S bı < MG 1,8 ел) A 

а + кар на +) 


S mm 
AUR e as 
В 153—161 均 为 下 述 排序 不 等 式 的 直接 应 用 。 
定理 5 WARED) Ил < < ry < x 
S бузата, N yuya" y. 之 一 排列 , 则 
жуу, + жау. 十 … + жал 
< rz + mn 十 … + zz, 
Xon + лу, ++ any. 
是 162 一 169 与 拉 格 尔 (Laguerre,1834 — 1886) 不 等 式 有 
密切 的 联系 。 
定理 6 НЛО Мерен + r + = + z. 
пан + лет 


(аб, + аб, + - жар 


题 170 ЖӨЖ (Mitrinovie) 不等式 
Bi 171 вянж(верг 1880 一 1959) 不等式 的 特殊 情 
-78- 


я. 
定理 7 НО HEEE Rx € Ол НЯ 
snz す vim2r キ ー Tsinaz > 0 
题 172 ВИНЕ СЛ. В. Канторович.1912 — ) 不 等 
式 的 特殊 情况 ， 
定理 8 〈 康 托 洛 维 奇 ) Шо > OG = дет, 


apa, = 1,0 À > À < « AU 
Qa, + Аа + RADO + + + 
Q, + AD* 
< а 


Bi 173, X VCI: и CWeitjenbock) 不 等 式 .当代 数学 
家 芬 斯 勒 (Finsler) 与 哈 维 格 (Hadwiger) 推广 为 
a +b +a 
>4аУЗА + (a Б  (b—c + ста)! 
应 用 此 不 等 式 得 题 174。 


【解答 ] 

O49 由 平均 不 等 式 立 得 ， 
O49) 之 最 小 值 是 3。 
50 由 平均 不 等 式 得 


atb+e23 ик, + 1 + >з 


Y. ТҮ Г 

W о с+в+ос ++ > 
dl 

即 得 ++ >з 


abc 


2% 


(5D шағ — ЖЕ 
1 1 1 
Баға Struto sus] 
Гаф + с) + bG + a) + са +5] 
1 1 fye: 
テ [ ま すま + 1) 
X ak-1 


1 1 
Хера аа ка 


(152) iE виа — 塞 果 不 等 式 . 因 


GE + Dah, — E 
А мо 
- (2-00 - Pss 


"gen ^| Xn > Ун my 
- [wt (ву у t" 


>" мун] 
两 边 平方 得 证 。 
(153) ЖА 
(54-159) 直接 利用 排序 不 等 式 ， 
(160) 由 排序 不 等 式 ,得 
・80・ 


则 


alga + blgb + clgc > Ма 十 clgb + algc 
alga + blgb + elge > Два + algb + Нис 
аге > dbe, ale > abê 


BUR. 


[4 


LU 


F 


(161) 实质 同 题 160。 
(162) 证 一 般 的 拉 格 尔 不 等 式 ,由 哥 西 - 施 瓦 交 不等式 
(+ ху “Жас (и GI ri + +) 


(ла вас Gc aD 
па} -гра + - (n — Da SO 
А = 4(n — DO 一 が) 

A СОВА 


2. 


я 


ranen METIE, 


(163) по >! 2v 
maxa, = Hu + а = Тот = и) 
mina, = 


“ 


ku + Vk TL Dv = u 
AGED 


13 
(165) 3 


(1665 1+ УЗ 
(167) m = 9n = 6 (a = 12, = 15,с = 18,4 = 36). 
-“- 


15 
169 5 


(170) Ж а, Са, < «a, <0 бал Сал < + 
< в. min (а, та“ -мвззаини + + al и 
小 值 。 
S 达到 最 小 值 , 则 
ansat УМ G=1. 


j= 0 oe < УМ 
Ban = tM n = 24 МИН = k, 
S = 2k — 2k УМ + рок + DM 


> ак – DM = иа — DO + DM. 


Mac 2k + 1 08081,7 = k, 
s= куа 


> f + DOR 4 DM = рти Dn + DM 
(171) AUS IHE ВА. 


š L 1 
sina + zsin2a + -узїп3а 


- sinatacoste + зове + 2) > 0 


(172) Ña +a; + a, = 1 Ва: +a, = 


-а Жана, 


+a ca — a < Баш <р — aen Мам, 


<1 -aa, 


4 
另 一 方面 ， 
・82・ 


1 => = L.l 
ーー の ーー 


А+ а AXE, - o + f — 53 


>а аә А Дә 


多 二 au 二 ab) 全 十 和 十 中) 

DOES ағаға аа + АЕ – 2 
== аас + i >>) EL + %- 2) 

-i 2+ рама 


А 4 
аас + 29 ~a + 2 


> ај + 82) 


4 А 


T AQ 
qoe 2) 
„= СРЕ 
CF wa + 20020 
am) А = PDG вето 
B-atp-btp-—cy 
«d 3 ) 


1 
23 


(a boc 


・83・ 


<= 


(а ++ et) 


等 号 当 且 仅 当 时 成 立 。 
(274) ХЕИ 一 哈 维 格 不 等 式 
a Ee 
24 VTA + а- 5) + (8 — су + (e — a)? 
不 妨 设 。 >> cM 
a+b+e- 4 УЗД 
= га! + で) — ЗассозВ — 2 /Заств 


= 2(a — e 4ас — сока — B) > 2a — o)! 


=G - e)" + Ка — b) + ф— ој 
> а–ђ+ф— су + € — a)' 
BEME — РАВНИ ЖА. 54 H (L4 a = b = < 時 成立 . 
利用 上 述 不 等 式 ,本 题 等 价 于 
[са + @ — e)! + с-а ка + 8? + e?) 
> 2[a'€ — с) + b — а) + са — 6] 


4/3 


化 简 即 

аа — b)(a — с) + #(6-с)( — a) 
+ с-а (e — zo 

Жа >b >с.ва- b 

аа — b)(a — e) + EO сф — а) 

eG а) で 一 の 

= ata + (a? h? + сав + СР >0 
证 毕 


Бай 


・84・ 


+ 整数 表 元 种 种 


【试题 1 
тз 大 于 7 公斤 的 任何 一 种 整 公斤 数 的 重量 都 可 以 
用 3 公斤 和 5 公斤 的 两 种 法 码 来 称 ,而 用 不 着 添 其 它 不 同 重 
其 的 法 码 , 试 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 。 
《重庆 ,1978+ 该 兰 ,6 E) 
题 176 8 分 和 15 分 的 邮票 可 以 无 限制 地 到 用 , 某 些 邮 
жшж. т 分 ,29 分 不 能 够 刚好 疲 成 。 求 不 能 总 成 的 最 大 
НЕ ACT» СИЕ НЕВИНИ. 
On X 1974) 
Ші” йо) 是 两 两 互 素 的 正 整数 ,证 明 Факс — ab 
一 如 一 ca 是 不 能 表示 为 xbc + ха + za6 形式 的 最大 整数 
ху 是 非 负 整数。 (MO, 24 届 ) 
mim ü r.y 是正 无 理 数 ,二 + 1 一 1, 则 数列 [z]。 
[2z],….[mz],…' 与 [y],[2y]，…,[my],… 包含 了 全 体 正 整 
数 , 且 每 一 个 正 整 数 仅 在 其 中 一 个 数列 中 出 现 一 次 。 
( 普 特 南 ,20 №) 
題 179 全 体 正 整 数 集 是 两 个 不 相交 的 子 集 {7(1)， 
Лин f 00) БЕ. Q0 ngo om) Ж.Ж 
中 
・85・ 


ID < fa «c fone 
EOD < f(2) < m < zm) < 
НА п > 1. gm = Јао) +1. 
ESI (MO, 20 8) 
题 180 试 证 :对 于 任何 给 定 的 正 整数 ”, 必 有 唯一 的 一 
HEME Брока АЕ» = на = やす 7 


(北京 1964) 
題 18! 求 自 : 任 何 偶数 2 都 可 以 唯一 地 表示 成 
2n = (r + у)? + За + у, 


其 中 zy 是 非 负 整 数 ， СЯ 1964) 
Mus REAM 
537517 
же 
的 和 。 (FEM E 
[WE] 


弗 罗 贝 组 斯 (Frobenius,1849 一 1917) 证 明了 下 述 定理 ; 
设 sb,…, 是 最 大 公约 数 为 1 的 正 整数 , 则 存在 整数 /, 使 得 

G) 当 整 数 > 了 时 ,方程 

az Бу + + lw = n а» 

BERERE, yee yw) 

GO ап = Гађа» 无 非 负 整数 解 - 

ROK IS KAFEN abeel 的 弗 罗 贝 组 斯 数 -了 是 不 
能 用 ap, 的 非 负 整数 的 线性 组 全 表示 的 地 大 整数 。 

定理 1 Жа. WEF ab HES NAMEKE ab 

・86・ 


-a-b 

定理 2 das MAER ЭТР ка ЛЯ 
斯 数 是 ак — be — са — ab, 

题 175,176 来 自 定理 1, 题 177 来 自 定理 2。 

178 БДЖ (Beatty) 定理 . 题 179 显然 涯 于 这 个 定 
理 。 

во 。 即 整数 的 一 个 唯一 性 表示 定理 , 题 181 是 其 一 

变换 形式 , 题 182 是 这 一 定理 的 应 用 。 


【解答 ] 

Q75 由 定理 1, 得 =3 X5 一 3 一 5 一 7。 

(76) HER 1,80 — 8X5 一 8 一 15= 97. 

定理 1 证 明 如 下 ， 

ш n>ab—a—b+ 10t, 9,6) = 1,л,л—а,п—2а, 
ит @— Da Ж[— (b — D a] 中 ら BERE modb 不 
TIR SERMC ТЖ BUX THE n ха = yb 
テー 6—1), ШЕИ Bn 可 表示 为 < 的 非 负 整 
数 的 线性 组 合 。 

Фп = ab — a -6М,Жах +бу-п-а6-а- b, H 
zy REMER И у + 1) = аф—1— 2) Нађ) = 1, 
Куза Ea ВИ, Вуза- 1 6 — 1, ab 
-а- Ба 1) + ва — 1) = 2ab — a — b, ifii ab < 
OFA. 

(177) 34 n > 2abc — be — ca — ab + 1 RE „На 两 两 
ИЖ ik n — (ab —a —b + Оса- (ab = a — 6+ сине 
n — (ab — а — Dei ab АЎ Э F modab 不 同 余 的 数 ， 

・87・ 


故 愉 有 一 个 是 ab 的 倍数 , 设 这 个 数 是 

n — uc = zab >n — (аб — a — с >- (ab — 1) 
Me HIE AEE u > ab 一 ga 一 6 十 1。 由 定理 1, FEENS 
数 ,使 得 

bz 十 ay = 
故 

я = rbe + уса + zab 

Щи = da 一 — са — аЬ В], же + уа + zab 
=n, m,y. 是 非 负 整 数 , 则 

betz + 1) + сасу + 1) + ab(z + 1) = 2abc 
ко ву 十 1vz 十 1 分 别 是 ae,bvc 的 倍数 ,从 而 > 十 1 之 
у+ 16 1. KF 

Zabe > bea + cab + abc = Зађс 
АШ ас<0.ЖШ. 

ат) узо + Û = ddl on у> АЯ 
(Са) 501527) 都 是 严格 递增 的 正 整数 数列 。 

G) 著 两 数列 都 不 含 正 整数 人 , 则 存在 正 整 教 mn, 使 得 

[m — Dz]&&— 1, #+15 [mz] 

[m — 12] #— 1, k+ < [ny] 
因 mz ny A N KEN, VEFE 

(m= Dr < #+1<тх 

m= рус» #+1<пу 
т 


1212 т-1.1.-. 
суре + ЗЕ 


<< 


т + j k-+1 
вр k+1<m+n<k+2 
FERA +1 54 ОУН т + n Е. 
G FI FIRE 8 IE E £. UY FF LETE топ Е 


[nz] = [ny] = k 
Bl ma ny 均 为 无 理 数 , 故 
k«mr«k-cl k<ny<k+1 
an 
<1<% "<< 
Бата За Бето 
1 1 
BHlty-o8 
m А 
геге 
ш 
ттт 
та. 


(179) 由 178 可 猜想 :存在 正 无 理 数 ,有 ,使 得 

le у sf onm laky gC = Іні 
HH до) = SnD + 1,49 

[An] = [e[m]] + 1 
ӘЛЕ п, $ n= о 

ター の 
d 
589. 


1+ УБ, „375 
ç 2 


dHEG Лоо = [т] ШВ 
70240) = [2402] = 388 
FHE S) = Гап], gon = [82] 
由 已 知 条 件 gD) > 1, 故 SM = ки) = А») 
+1#г. 
вола јин Лодз в) ас 已 确定 ， 
Ren +1) Ло + 10 + 1> Ла + D + ъж Ло + 
D 是 不 在 JOD, Инн f 00i gO Q0 7g (п) 中 的 最 
小 正 整数 ,从 而 /tn 十 Dog 十 1) 也 确定 , 即 满足 给 定 条 件 
的 两 子 集 至 多 唯一 , 这 时 , 只 须 证 : 当 > 1 时 , [pn] = 
[Calan]] +1 
В т=[ај+у 0<r<<1, 则 
fn = (а + Dn = [m] +n + r, 19 
[92] — [a[m]] — 1 = [Ап] — [alan — r)] — 1 
= [fn] — [fn — er] — 1 
=- Га = а] -1 


因为 1 一 一 vs = 1< û - er <o 
& [一 gr]= ニ ー1 
从 而 


[8n] = аат] + 1 
(180) 対 任 何 正 整数 ,存在 整数 上 ,使 得 


Тка о аваж 


・90・ 


取 1 一 到 4 人 -1D 则 (>0, 且 


1< +) — 
得 存在 性 。 
ж 
Тар ри 
2 2 


(«ick OTN EK 
ЩЕ В, КВА <А, 


dre "= Теа = 
1= gE DHF — ужа — 1) 


1 == 
$e 一 1) ニー1 


>an- Dk 
FE, k= k BERI Lm UC RIPE TE 
(181) b = r+ y+ 1, = r, hBi 180,18 
inc — 1) + 21 = (x + y + D(z Fy) + 2 
= ) + у)" + (z+ + 2 
=G+y'+3ez+y 
(182) 由 题 181 ,得 


ма УУ о. 
5-22%-3 


„я. 


十 一 免 子 问题 尾巴 长 
ーー SE LIB S2 9) 


【试题 】 
题 183 ”用 1 和 2 两 种 数字 写 n 位 数 ,其 中 任意 相 邻 的 两 
位 不 全 是 1, 记 这 种 位 数 的 个 数 为 fm) ,那么 70) 一 
— s? ЖЖ, 3 届 ) 
题 184 正明 A.B.C 相等 ,这 儿 
4= 用 2 x 1 53% 2 X "的 矩形 的 方法 数 ， 
3= 用 1 与 2 组 成 的 和 为 za 的 数列 的 个 数 ， 
С. + Спа + Са + + Си, 
бы 当 im EOS 
С. + Cha + Сва + +CEH, 
当 = 2m 十 1 是 奇数 时 。 
(IMO 备 选 题 ,29 4) 
miss CARAN 
1,1,.2,3,5,8,13,21,34,55,89,…' 中 ,从 第 三 项 起 ,每 一 
项 等 于 它 前 面 两 项 之 和 , 问 : 在 这 个 数列 的 前 100 000 001 项 
中 ,是 否 能 找到 以 4 APARAN? 《莫斯科 ,1946) 
题 186 ”给 定 菲 波 那 契 数列 1,2,3,5,8,13,…。 求 证 : 任 
1%. 


ERRE ЖУ ЕУ ОЈ 9. (莫斯科 ,1956) 
98 187 ЗЕЕ Ха = Оа = ay = 1, 
4,4 = a, + а, (по D UR as ам 的 最 大 公约 数 。 
амо 备 选 题 ,29 届 ) 
0188 Ше) 定义 如 下 : 
£0) = 0.402) = па + 2 = во) + ко + DL 
п 21). 
ES NOD 5) ЖИЖИ n Еп) +1), 
амо 各 选 题 ,29 届 ) 
题 189 给 定数 列 :xi vaay suzy… 満足 wu = 
= u, Ни. (20. 求证 ， s ER SIR. Kd 122 
《莫斯科 ,1961) 


(ню 
жъпавахежа вика U): 
Л-Лһ-і 


fam fa tf. >D 
Бан ааа тала T iD ЛЕГЕ жи. COLE 
处 书 的 4 数学 宫 趣 游 ?) 

这 个 数列 历经 近 千 年 的 研究 而 不 训 , 因 为 它 有 许 许多 多 
美妙 的 性 质 与 重要 的 应 用 。 ХИЖИНУ СУ. Hoggan, 
1921 一 1980) 5 48 (А. Brousseau,1907 — 1988) + 1963 
ОТ ТПХВ 
BREND e CIE RE dS RARLT — ELE FE I" PERRE 
ж”, е ЙН ЗА RS RESI AN” ESAE, E 
召开 了 六 届 这 样 的 会 议 . 它 的 性 质 与 应 用 也 以 多 种 形式 演化 

19» 


成 各 种 数学 竞赛 题 。 


【解答 ] 

083) Sft FO) = 2/00 = 3。 当 二 过 3 时 .第 一 位 取 
取 2, 从 第 三 位 起 到 第 n 位 的 取 法 有 ЛО: 一 2) 

ЕН 2 , 则 第 二 位 起 到 第 ”位 取 法 有 Ја 一 D Ph. 


D+ f(r — 2) 
„Ру = BUG) = 13, 1/06) = 21,707) = 34. 
J(8) = 55, I(9) = 89./(10) = 144, 
ОВО FIT n ff A B.C 218425 A,B, sC, A. Bas 
C.H E EN. 
2 =? 
= hath GD. 
(185) 能 找到 。 
利用 数学 归纳 法 证 明 ; 非 波 那 契 数 列 {7-} 的 通 项 是 


jp 


| 


= а + 50: + 250: + 1250: + 625С + ==) 
故 扩 能 被 5 = 625 ЖА , 5 B [2 n НЕМ 625 ЕФ. 
1$ f, Hi mod16, 88 f. REK 16846,5 НАС n fet 12 € 
№. ios BLUR n Е 625 х 12 = 7500 整除 时 ,三 能 被 10' = 
10000 整除 . 即 以 4 个 零 结尾 。 
(186) 利用 数学 归纳 法 证 明 ， 
方 キー キム 


・94・ 


HE ERE ее РА 
poH 

因为 
Ла>һа-Л- 


а fam fa fen 
dk 
а РАВ PHJ- 
(187) 利用 数学 归纳 法 证 明 : 
(n>0) 
+ алла (т 2 п) 


由 架 转 相 除 法 ,得 


ата) =аш„ 


故 
(ipis) = апэилив› = an = 317811 
0188) BR g) = fari =1, 

故 

кв + 1) = f, 


(な ュー1) 
= =l Хале) ( Eens- z) 
RAN ЖЖ, 12i +1 Спа СИКА ER. 
数 
(Eens) Dens 一] 


= (n 8900-14 s? —2) 


・95・ 


= (Г + ОБЕ + 1— 7) (mod) 
小 定理 ， 
(mod), 2" ' = 1 (тойн) 


(ste + 1966" 


НА +1- 2) 


即 
(Sensi SE 
2* (Е) + 1) = 0 (modn) 
go (Gi) + 1) = 0 (modn) 


у — 2') == 0 (тойн) 


证 毕 。 
(189) 因为 w = 5, 由 题 187， 
(шыһ5) = (шалу) = ша 
«а == 


Жо 能 被 5 ШЕ. 


・96・ 


十 二 数 有 “血统 ” 
一 一 i 5X 


【试题 ] 
190 Ша BEREK 

m а a + 2. 
G 试 证 ЧЕТ STU 28: 
(2) 问 这 两 数 哪 一 个 更 接近 于 V3 1 《成 都 ,1963) 
Mus Ш. озу, 
ЗЕ < ru — V2 <10% СЕМ .1953> 
Hus) Мауи Нити 21. /7- T 0, 


im 7T — 2 > (F BRE 1978) 
Mi ВЕ REN abede S. 
使 但 对 R 的 任何 选取 , 恒 有 
gts ##|<|я- Ут] сета во 
тіз iE Иен ЖЕН.) HEERA 
ft) RC m 和 ,满足 不 等 式 
= ndm = 《全 苏 ,12 届 》 


"ee 


Miss ЕМС) РЕКТИН РО ERR 


ESHO НК POE ЈА ГЕН 
E BEAK ( 音 特 南 .9 届 ) 
Ші Ra € (129). Е. SD r TEENE 
系数 代数 方程 的 根 。 《国家 集训 队 试题 ,1991) 
Hao ”求证 :存在 无 限 多 个 不 同 的 正 整数 N, 使 sinN 
(天津 1979) 


题 198 DUE El o RESET EHI UTR. 
Ta BD ЧЕН НЯ ЛУНЕ O, + 1, + Zen 弧度 的 有 向 射 


Rien I pas aP :…… 求 证 :圆周 上 不 存在 区 间 ,使 
ЖКМЕЖАНЫ G pu m0. 1 2er. 
( 普 特 南 ,12 RO 
В 199 ЖЕ. HEER e > 0, 存 在 正 整数 n, 使 
sim 一 二 <e 《苏联 ,大 学 生 ,1977》 


20 КЕН ro. 
1988 148. 


Ti + zj + Жай = Ores 


ar 其 中 至 人 少 有 一 个 大 于 


йу. АМО fk 29 № 
#21 ар 为 正 整 数 ,ob 十 а. 

рау а (IMO,29 је» 
【背景 》 


・98・ 


数学 家 们 很 早 就 考虑 如 下 问题 :给 定 实数 ”确定 函数 
ДЕЛ 
ж = а), za = Ла.) 20 
使 对 某 范 围 内 的 任 一 zo tü ff 
lima, = 
ЖН lr, — rl 的 范围 


4 r = Z$ BR о = E МИ x 0. 


lima, = 2 。 此 为 题 190 之 背景。 


Ml f(r) = 
题 191 之 育 景 。 

Bi лозу = У 的 情況 。 

Wi 192,194,195,196 ЖЕ |г.- rH 的 范围 .对 此 ,我 们 
有 如 下 刘 维 尔 (Liouville ,1809 — 1882) 定理 。 

定理 1 Пойа?) ЖИ ТА pon 的 
аланда УИ 


3 MAHER x > 0 та, = УТ, 


„4.2 
= 4125 


m 7. 都 是 二 次 不 可 约 整 系数 多 项 式 的 零点 , 因 
此 不 能 “很 好 地 ” 通 近 它们 。 
题 195 可 直接 利用 上 述 定 理 得 到 。 
不 难 证 明 : 
Ето МАЊИ r) = nr — [nr] Ут ЛУ 
部 分 , 则 当 ， 路 遍 一 切 自然 数 时 ,Govr 六 稠密 地 ”分 布 在 区 和 间 
59 


(0,0) 中 , 即 对 (0.1) ВЕНЕ ECT] TE E » fE Gr? ТЕЖИ 
中 。 

№ 197.198.109 是 上 述 定理 变化 而 成 的 
> о. РНИ -组 解 
anga AIRC . y. 8 


так Gr y ua! ve) > таж(а sve 


或 


зву + + т >г+у+е+ е 
则 这 个 方程 必 有 无 限 多 组 正 整数 解 。 
上 述 方法 是 俄罗斯 数学 家 马尔 可 夫 在 研究 方程 + У 
+ г = 3ryz 时 首先 引用 的 。 题 200 实质 即 用 此 方法 。 
若 由 方程 Су = 一 0 的 一 组 正 整 数 解 (z,y,z 
IRA ЕУ の ・ 使 得 


max Gr! vy «2! on) < тах(т.у,т.) 


› 


或 
gy bu m mr yd rm 

则 说 明 这 个 方程 没有 正 整数 的 解 这 个 方法 是 费 尔 马 在 证 明 
Jos ey! = 六 无 正 整数 解 时 首先 使 用 的 ,又 称 " 无 穷 递 降 

题 201 即 用 上 述 方法 .这 者 题 在 数学 竞赛 由 上 兽 有 一 段 
引信 深思 的 佳话 , 见 本 丛书 4 数学 官 屎 游 ), 印 度 当代 数学 家 史 
拉 里 (S，Shirali) 把 这 道 题 推广 为 ; 设 ab. BIE E. Но 
Kath — abe < c, W t + — abc 是 完全 平方 数 ， 


【解答 ] 


• 100 + 


190) dic — pa 43» 
— уљу 


<о ва) 
Ela £25 < 
a + 26 3 
MED giga 7. 
ил. | 下 
=+ У? ЧЕ E 
sect. jam" 
z+ 41 [m+ /2 
" 
negr а ат И л 
[a+ ИЕ)" — (a — Ут) 
сл. Е ___ 
[a+ VE) —in- УЕ 
ы E 
я = 
=а+ = 


•101 


> a+ 2 и 


> а+2 tg 


—42«prcuw* 
(192) ВИТ — > O, f Tt — m' 20 fm — те = 


15 mé m = ХЕ Жи” + 1 5 m' 十 2 不 能 为 7 之 
#80 7” — m > 3 


ma УТ m 
xl uo ет = 


AOT +m) та 
щи wu - ПУТЬ: 
(193) Фк YT. 

«Уз +ь 2 +‹ _ 
аа +е УЕ +f 

Ш а-о YT + (B~ f) YZ + (¢ — 2d) =0 


这 时 
ак! + UR + c 
жк? 
= IR— 77| т EU Uem 
故 只 要 取 a= ad 1. =/ = 2, 题 中 不 等 式 恒 成 立 。 


(094) Ra, = 4(n УФ}, нл} = т – [а] 表示 テ 的 
ENKA. SHE ТЕ EN peo 
+ 102 • 


ソーク | アー 巡っ L. 
| "VI apt У? ае + £29) 
Шт>ӛсіз. 

(= т VE] [k У2]>21.1<т-Ю V2 +1 


к 
Им У} АМИ 
= [он — kb У - 11 
= Gm — | | 


= 
1+ Уа ІС 
即 


УД‏ ا 


p 


(185) АЦЕВ {МНЯ pq. 
= sE > о» 
M 4- МА » 
3 qoae > Z > e 
当 を <2 一 7? 时 ,由 (3) 得 (2), 故 式 (1 成 立 ， 
を ター Уран, 


|2- ££ -2- РИ > 


аж 更 一， тж. kumea 1. 
МОМКА pO = as tart + 
- 103. 


ог ЮРЕ n >2. КЕНИН. SRI бе = S.M со) 
有 多 项 式 因子 dz 


Mê = а-га Дд, 
14 Чат '| 
IAI > IR. ER 
и > 2 


Ааа. 
i. = йу = 
م‎ € ICE = ゆー эе)! 


5а» -r] 
15 ое ал 


< а мси 


| z em 2 

DIL 从 而 | ril <اھا‎ y 

下 面 证 题 196 

ЖЕ" = Хр 不 是 有 理 数 .否则 , 设 r 一 T RE] 
ШИМ». 


10" рғ = 1057 S + 107» уу = 
веки 
1= 109 ЖЕЛ 


107 


+ 104 + 


= 10"pr 一 >; 30i 
量 整 数 . 但 当 ヵ 充分 大 時 
£ 1 
о<а об + туш + > 
жи. 
HEMEN n 22. 


ا 
ES‏ 


a. 
< рент 


EE борса 
= ат три 


即 定理 1 авио > 0 不 存在 得 ァ 不 是 任 何 整 系 数 代数 方 
ана, 


(197 Жи < ен tn 
Ал fr <n < 2k ++ 
Wm RKF too + 的 最 小 正 整数 , 即 


керен т> + 3 
я 


cA К сок За 
maint 3 +1< т а 


+ 105 + 


Re sin > УТ EERME ERER N, sin 
> 

=. 

6198， 对 任何 整数 ”存在 唯一 整数 上 У, Сос, < 
2) MER = 2® + ra НМ EAH E E OR P 
ЮЛЕ e ВИ 0 < а < 8 < In MODICO Ar Gi D. 
ара Ми > PE arr re ERR 
HETE оон — п св и nnam 

в 


яя 
+. 
(199) 为 题 198 之 特殊 情况 。 
(200) {# z, = аул, = дуета = аба За: же < 
ap) JRE Ју FUÉ) ЛЕЕ ROR Ва, KHE 
z — 29a. г + (aj + aš + == + ab) = 0 
的 一 解 ,由 市 达 定理 得 , 另 一 解 是 


aj + a bal 


Jl a таи < BIER, A) € p РАЛЕ 


а = 2дааутан - а 


а 

вв ERA aS BER HANERE a, 是正 数 且 
4, > 29a,, — а, > 28а» 

ters = а» 是 给 定 方程 的 另 一 组 正 整 数 


Won =a = a. 
v. 
显然 ,(1,1,…',1) овален IE ЮЕ. HLE 
方法 得 另 一 组 解 (1.1，…,28》, 再 得 (1,1,…，,28,811)， 又 得 
(lv28,811,658531) ЖАК. 
• 106 + 


со» arit — КЕШ. 


KERHA x +y = klay + 1) r< y НМА 
值 的 非 负 整数 解 是 了 一“ +* 则 仅 有 下 述 两 种 可 能 情况 : 
G) a = b.3XI а'(2 一 4) = E. 2— k > ОВЕ = 1, 
是 完全 平方 数 。 
Gi) a = 0.60.0 < a < b. X у 
У — ay + a — ¢ = 0 со 
的 一 正 整数 解 、 其 男 一 般 が 。 由 事 送 定理 得 


реа buc А 
H =ka—b 7 


dig Sx o BERATÊ > 」, 得 り BEREK. 


ди Pica 故 方程 (4) RM y = bO <a. À 

RS raf Riv танак И 这 

WH x < yr Hy Uf a <b AR ORA РЭР, 
由 a = 0, 得 人 == 信 ,是 党 全 平方 数 。 证 毕 ， 
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【试题 ] 


十 三 整除 性 问题 


ваљан se 0 ED ви Жа EI Pie alb. 


題 202 
L 203 
题 204 
题 5 


и: 
题 207 


题 208 
题 209 


Mo 


16813” — 1 (上 海 ,1956) 
6413" — ва — 1 (南京 ,1957〉 
5765" — 24n — 1 (武汉 ,1958) 
26460|27195' 一 10887" + 10152" 

СЕМА 1949) 
1897 2903" — 803" — 464" + 261" 

《匈牙利 ,1899》 
815" +2 397-10 2D (匈牙利 ,1912) 
1947] 4697) + 296 x 13! (88,1947) 


REHEMA mt Фая S жара. 
(IMO,1 ж) 

С АРЕНЕ JUR ЕЕ 
(莫斯科 ,1956) 
ВОЉЕ KE RUDE E 
《美国 ,1985) 

者 "为 小 于 50 的 自然 数 , 求 使 代数 式 + 5A 


л-13 
5n F6 


же 


Tn + 6 的 值 有 大 于 1 的 公约 数 的 所 有 的 二 的 值 - 
(天津 , 初 二 ,1991〉 
题 213 ”证明 : 对 任意 的 正 整数 nn: + 8л + 15 不 能 被 
+ 1 整 除 。 《莫斯科 ,1953) 
Шон Жи" + 100 能 被 ”十 10 整除 的 正 整 数 ” 的 最 
ха. ЖЕЕ 1986 


"E ES 
His Gur Ем PEREN a 都 是 不 可 约 
的 。 《苏联 , 威 特 比 斯 克 市 ) 
Eins n 是 不 能 被 3 бик iF. WE” жен 
Euclid 方法 ( 即 仅 用 直 尺 与 图 规 ) 三 等 分 。 (美国 ,1981) 
Hou Брај = bz (С ВВ ЕС 
НЕ т* бо 十 25, 也 是 3z' 十 4 十 28r 十 5 的 一 个 因 式 ， 
那么 ヵ 1) 的 值 是 
(A)0 (Въ (O2 (D)4 (E)8 (美国 ,1986? 
题 218 证 明 : 对 任何 自然 数 "m + an? 十 Sn 十 9 总 能 
被 3 ER. Сат 1978) 
Ши» 証明 + За + dn НЕВЕ ЮЖ 
整数 ,并 且 被 3 除 时 余 2。 《北京 ,1956? 
Шо 求证 :对 任意 自然 数 nm + Sn 能 被 6 整除 。 
(Жж, ЖЛ @ KT , 3 届 ) 
题 221 HEER n MERR n 一 ”的 最 大 正 整数 是 
(A) 1 (В)15 (C)30 (0) eo 


(E) 前 面 几 个 答案 都 不 对 . 《新 加 坡 ,1985) 
题 222 求证 :对 任何 整数 nm* — Sn? 十 4 都 可 以 被 120 
WR. (苏联 , 威 特 比 斯 克 市 ) 


+ 109 + 


题 223 о — DOF — 4) n = 1,2 


可 以 被 360 整除 。 C 1963) 
ا‎ E ар Ө n m 

Bre Жі. т.» = sor! — 217 + 36 
- Бо + S pen. но 


题 225 RED 具有 给 定 的 常数 系数 的 任 一 个 二 次 三 
MR As + Bz + СПИН 4 ED + 1 т Е 
3 eb ит вани. 

2) КЕЖА А + Ва + C 対応 有 的 整数 BRUTE 
tt Bos REE o d TOC D + r + т Е 
Хива Im BER. (匈牙利 ,1902) 

Шив ФЕЯ. МЕНЮ аг 十 bx 
bere d REM S ERR RE ВЕ A ra be d а 

加 已 知 ,对 任何 整数 工 , 整 系数 多 项 式 axr' + br? 十 cx + 
dr +e ET ERR RUE ЯН а Dac d e BERT EE. 


CORO 1957) 

#3227 在 能 除 尽 2! 的 2 EGER B КВН 

是 多 少 ? Cg 81.1939) 
Him uc и АИ fgn = 2, КЕ 
ЖЕТЕ. (加 拿 大 ,1985) 
Hir» MI 到 100 а арда: SY 
Тж СЕ 19400 


m20 数 10001 的 末尾 有 多 少 个 零 ? (#491920 


Hon 若 上 是 自然 数 , 且 
1001 X 1002 X … X 1982 
те 


“1”. 


是 整数 , 则 “的 最 大 值 是 多 少 ? (北京 :1986) 
#232 Roman ПЕЧЕНЕ ки: 


_(2m)1(2n)1 
minl Ст + n)! 
是 整数 .这 里 约定 0! = 1. CIMO,14 届 ) 
题 233 ФЕ 7] + [55] > [3r + y] T [3y tr] 
O EH. ЯФ ЖЕ Ж mn, 
тіл От n) Зи + тт 
是 整数 。 《美国 ,4 ж) 


题 234 m HEER, EX Sn) Ут PRK 2 的 个 数 
( 即 満 足 2"|! 的 最大 整数 ). 求 正 有 元 限 多 條 正 整 数 、 合 


RE (IMO 备 选 题 ,30 #0 
Шіз Жи. 
(1987)! " | 
азу ЕЕЕ. Слово 
[623] 


№ 202—208 源 于 因 式 分 解 公 式 
デア デー ゲー デー ビール (デリ キア タキ ー オ キテ アツ キア о 
ВИДА xy 是 整数 , 且 < Ву УЕ в 
в. 
E 209—217 КФ ЖМКДА: а О ЈЕ > 0, 
存在 整数 9, Брос < b) 使 得 
a=bq n а» 
Жеко, ЯД br У ab TI 
бепе +п OS <r) с) 
11 • 


依 此 下 去 ,得 


(0 < r, < г.) с» 


Ibo ri >r >r > MUERE n В r. = 0, 


таз mraq rna O 
тата 
可 以 证 明 ， 
(абз = Dun) = (пут) = += = (луу, Ка 


[I 

Ss ERO O AERO RDS Dr >r > 
… 是 不 必要 的 . 即 有 

XP Hah EEN. ¥ 0,a = bq + г. (a,b) = (6, 
D. 

HARO) 可 得 

Ей: 设 *5 是 不 全 为 党 的 整数 , 则 存在 整数 v E 
得 

ar + бу = lah) 

W218 226 РАНИ Елу Тен пиян 
ЕК. МЕК x, pCa) 便 为 整数 的 多 项 式 ヵ 。 

定理 3 мо 是 "次 系 什 多项式, 当 且 仅 当 存 在 整数 
эм. (а. A 0), #8 
род та, az a 
сшкш о 
MER a, pC 能 被 上 整除 , 当 县 仅 当 每 一 个 系数 
а 能 被 大 整除 。 


120-10 
2 


жа, 


证 明 , 利 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 对 任何 整数 x、 
zGe— DG D 
1X2X…※a 
ВЕК ЩЕ ааа, ба, #0) 为 整数 , 则 由 式 (7) 表示 的 
n KEMAU HER т. REKE От ана, ,都 能 
,被 上 整除 , 则 对 一 切 整数 pO 能 被 4 整除， 
反之 , 令 


а, = p(0) 

«-ОХС- DCG 
Wide spo) 是 整数 时 ,每 一 个 w, 是 整数 ; 当 对 一 
ОВ гора) 能 被 整除 时 ,每 一 个 au 能 被 整除 ,县 多 项 
式 


二 
да) = 2% TXIX-XJ 
Mr (7 = 0.1.2.D 时 ,函数 值 


„У = не Ј а 
1X2 X. XJ 


d 
= 512910 есес» 


= DUC ре сера = pG) р 
MM PE BS K BIR POQ z ОРАО ik n + 
VU HESSE. ло) 与 Q(z) я ВАС). 
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题 227 一 235 ЖИ: CLegendre 1752 一 1833) 定理 的 
ЖЕН. 


定理 4 设 少 是 素数 ,使 六 能 和 整除 "1! 的 《的 最 大 值 是 
Крит = 2351 (8) 
TEASER n! = 1X 2X… X ヵ 的 ヵ 全 因 子 1.2.…z 中, 
HUI Т p WERE] трева НСО p 


С РУСКЕ tema. CS] n fnfitic d 
ГАЕС 


【 解 答 】 
(202) 13^ — 1 = 169' — 1" 能 被 169 — 1 = 168 整除 、 
(203) 3" — 8n— 1 
-9-1-8 
вер — ва 
= RU. + 1-2m 
-3[G^-—nD-G-'—D-4--G—D:t 
а= 0) 
= [QU ве + D + GO 
пе + DD ен + 11 
能 被 64 整除 。 
(204) 类 似 203 Щ. 
(205) 因 27195" — 10887" 能 被 27195 一 10887 = 16308 
= 108 X 1518 № ,10152 = 108 x 94 #8 108 ВХ, 27195" 
— 10887" + 10152" 能 被 108 整除 。 
47%" 


又 因 10887" — 10152" 能 被 10887 — 10152 = 735 = 245 
X 3 整除 ,27195 = 245 х 111 能 被 245 Ж.Ш 27195' 一 
10887" + 10152" 能 被 245 整除 - 

又 (108,245) = (Z X 3,5 X 7) = 1, M 27195 一 
10887% + 10152" 能 被 108 X 245 一 26460 整 除 。 

(206) [Ñ 2903 — 803 = 2100 5j 464 — 261 = 203 均 能 被 
7 整除 ;2903 一 464 = 2439 与 803 一 261 一 542 均 能 被 271 Ж 
除 , 故 2903" 一 803" — 464" 十 261" 能 被 7X 271 = 1897 整 除 。 

(207) Щи = 2k Ж S" 十 2 X 39 リ キュ ー(5 — 
D + 2(3 + 1) = 24(S + 2977 + E D) +803” * 
一 3 十 六 一 3 十 17 能 被 8 整除 。 

M n = 鸣 十 1 为 奇数 时 ,5% + 2 X 32 +1 = (GHI + 
3s) 一 (3 一 1) 能 被 8 整除 

(208) ІН 1671 + 296 x 139) = (467^! + 13877) + 59 
X 5 X 13"! 59663467 + 296 X 1397 = (4697! — 
1317) + 33 X 9 X 13MH 能 被 33 整除, 故 46"” + 206 х 
139 能 被 59 X 33 = 1947 整 除 。 

(209) [B 21n + 4 = (Мп + 3) + Ст + 1) 

141 + 3 = 20п+ D +1 
Жо (21n + 4,14 + 3) =1 
8 +71 = (51 + 6) + (3 + 1) 
Sl + 6 = (31 + 1) + (21 + 5) 
31 +1 = (21+5) + (1 — 4) 
21+5 = 2(1 4 +13 


KHER ISTE nnt И 
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(21D Вал + 6 = Sn — 
47| @ - 1) ,得 最 小 正 整数 ”= 71 + 13 = 84. 

(212) Мт + 6 = (n + 5) + Gn + D 

qn + 5 = (3n + 1) + (n + 4) 
an +1 = за + 4) — 11 
Жаза ви 的 倍数 ,从 而 = = 7.18.29.40. 

(213) Maè + вп +15 = (0 + 4 — 1 BG + Bn + 15, 
па = X n + A2 4 # LUE т + ва + 15 ЖЕЙ n + 
4 整除。 

(214) Бі»? + 100 n + 10) (и? — 10n + 100) — 900, 
Жоғ + 100,л + 10) = (x + 10,900).и? + 100 ВЕЩ + 10 
ВЕЧНИ + 100, + 10) = n + 10, B) (n + 10,900) 
= n + 10, B WË REUS „900 ВЕЗЕ л + 10 整除 .这 时 ,mr 的 最 大 值 
是 590。 

(215) IÑ а“ + 3a? + 1 = аба? + да) + (а + 1,a + 
2a = ala? + 1) a a! + 1таза + 178. 

(216) ЖЕТКЕ» 不 能 被 3 整除 , 则 (",3) 一 1, 故 存在 整 
Bry tE лг + Зу = 1, 即 60r 十 ر189‎ = 90 тво” - 


sorz + By, agg, ay Euclid феб Êy, т] воз 


显然 可 用 Euclid 方法 作出 , 故 可 用 Euclid 方法 作出 28C 的 三 


жуа”, 
(217) Bl За! + 442 + 282 + 5 = 362" + 622 + 25) 
= 4? — 2r + 5), pG = да +S ТРИ) = 4, 
EIE 


a -— 13 
Fe” 


жа». 
(218) n' + Зп? + Sn + 9 = 6C} + 1262 + 9C} + 9 ЄК 


(219) т + Зи + Ја — 1 = (60: + 901 + 30: — 3) 
+2, 

(220) т + $n = ӨСІ + 6С: + 6C1, 

(221) т — n = 120C; + 240€: + 150С: + 302,36 (С). 

(222) n* — $n! + 4n = 120C + 240: + 120C2, 

(023) n (nt — LG — 1) = 72061 + 1800C! + 1440C1 
+ 360€. 

(224) p = 57607, 

(225) 見 定理 3 正明 。 

(226) 应 用 定理 3 

(227) 由 定理 4. 人 2,2 
жет Wa 

(228) Еп ЖР Ж.т = a + а + + 
21а ба = 0 зам = 1) 

л 
ка = 2l 
= (a, + 2a, + + + 2 За, ) + (а; + да, + = 

жата + Жа 
a + (1 + Dag + + а+2+-- + да 
а – Das + @ — Da, + C! — Па + = 
+ аа 
=n — (a +a, На, + = +a 


' 


" 


QU 能 整除 НЫ n 15 100] 
kata <1 
а asa = таз =0. а, + 1. 


100. 


(229) (2,100) > 45-100) = УИ 
即 含 24 个 零 。 
(230) 2.1000) 15.1000) = 251979] = 200 + 40 


十 8 十 1 = 249, ВЯ 249%. 
(231) 因 411,1982) — 011,1000) 


1-20--4-24. 


рі шеу 
= (180 - 90) + (16 -- 8) + (0 — 0) = 99, 
ЖЕНИХ 99. 


(232) 对 任何 实数 >,y， 
[22] + 02912 [z] + [z + у] + D 
БЕ ЖЖ O< + < 1.0 < < ви, 
922] = a, [2y] = 5. Я ab = офа НУ < = 


iiS bay > 


а ,分 情况 计算 得 


[2] + [2 + y] + [y] Sa + b = [2z] + [29] 
W CRI ny 7 = [r] n» = [у] + 07 
<1.0<s< DM 
[27] + 26] + fy] + [27] + [25] 
за + 2s] + [r] + [r + s] + [8] 
{a+ а + y] + [9] 
= [2] + Cir] + [у] + + #1+ Dy] 


-nge 


= [r] + 215) + (r +s] 

Жа [2z] + [2] >[z]+[=z= 4 >] + [9] 
HERRERA НЕНИЯ p SERRE i, 
Dire Dach] e ptit era 

从 而 ера bx) (in) > Кра то + pm n) + Кр» 

a) fS. 

(233) ER Or «1,0 у а, UE 
[5r] = а, [Sy] = b, WW a.b = 0,1,2.3.4. ag <= 
UD t < <S нива +] + [= + у] Са 
+ = [5] + [55]. 

对 一 般 的 实数 xy, 证 明 更 强 的 不 等 式 : 

[sz] + [5y] > [z] + [>] + [3z + у] + [z + 35] 

o 

М, = = [=] + rsy = Dy] + 0 Sr < 106» 1). 
[sz] + [5y] = 5[z] + 565] + [5r] + [5s] 

[z] + [>] + [3z + у] + [z + 37 

= Sfr] + 5E] + [3r + s] + [r + 33] 

由 [sr] + [55] > [3r + 5) + [r + 5] 得 式 9 。 

(2) В 232, 利 用 不 等 式 (9) - 

(234) i m ЖОЕ m = a, + да) + + Ран 
НИ 228 得 

fen) = m — (а + a, + + an) 

Ж т- fim) = 1989, RAU 
до а, + =: + a, = 1989 

ame 


MRS m ЮХАН 1989 451,01 

т — f(m) = 1989 

(235) УКВ ВИР HERNE QN. Zuckerman) 有 一 个 
更 一 般 的 定理 。 

定理 5 пораи ALUDL еқ. 

ЕВА На у E REGERE 1), ПОЛЕ ШЕВА IFI p 


ага. ао 
= f s 
3 p > DR RUO BRRL. FH P <b < р € М.Ш 
$12] - Ура 814 $га 5: 
Ут Мираж рр) 
жууы» Ош 
= = 
= 521+ STE 
ад + ZU 
得 式 (10) 成 立 。 


1 


vie 
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十 四 素数 深渊 的 边缘 


【试题 】 
题 236 。 写 出 十 个 连续 的 自然 数 , 个 个 都 是 合 数 。 
CEB 1957 
Ж 237 Жива 1984 ЛЕНА, R EAA 
REM. (苏联 ,1984) 
题 238 求证 ,存在 正 整数 4, 使 得 对 所 有 正 整数 =, 数 上 - 
2 十 1 都 是 合 数 。 《美国 ,11 届 ) 
Ho» RT 一 2,7. 一 全 一 T 十 1 (>0), 求 证 : 
тел, T. БТ. ER. ( 普 特 南 ,1956) 


Hoe i fG = z — х+1,ЖШЕ:ЖЕЖ BAK 
т(т >10./0т),/Ст)."ҺЖЖЕЖ. (3.210) 
201 902—3) (n 


EFRI ИРИНЕ. ОМО 13 је) 
Hal EME +r +1 = py 对 无 限 多 个 素数 户 ， 

ЖЕНУ). (全 苏 ,2 届 ) 
[WË] 


Bi 235 是 如 下 一 般 定理 之 特例 。 
定理 1 ”对 任何 自然 数 上 ,存在 上 个 连续 的 自然 数 ,个 个 
meam. 
・121・ 


ЗЕРО DIH 3o И F (RF 
D 分 别 有 真 约 数 2,3，……，(k 十 1), 即 它们 是 大 仿 连 续 的 自然 
жнжези. 

这 个 定理 表明 素数 存在 任意 长 的 间 院 ,因而 相当 * 稀 琉 ”, 

题 237 与 定理 1 可 统一 为 如 下 定理 。 

定理 2 设 不 超过 ”的 素数 个 数 x(a) >F > WFE n 
个 连续 自然 数 , 其 中 恰 伟大 个 素数 。 

Rn ERARE mm от Fn 1 中 的 素数 
个 数 记 为 f(m). 由 已 知 条 件 1) 之 人 ,由 定理 С +1)! 
+20 一 0, 又 因为 

fn +1) — Јат) 

1 (т En REG m 为 合 数 ) 
=1-1 (п 十 々 基 合 数 ym 为 素数 ) 
0 пат 同 为 素数 或 合 数 ) 

ЩЕ т S m < + DI + DER GO) k, 

题 238 УЙ КОРО) = 2" + 1( 见 本 丛书 (数学 宫 趣 
ato HEURE. 

构造 无 穷 数 列 ,使 得 它 的 项 两 两 互 素 , 这 是 证 明 存在 无 限 
多 个 朝 数 的 一 种 方法 , 题 239 一 241 给 出 了 三 种 构 得 方法 。 

题 242 之 实质 是 ; 当 = 取 痪 一 切 正 整 数 时 ,数列 {z 十 = 十 
1) 的 项 含 无 限 多 个 素 约 数 。 由 此 也 可 用 以 证 明 隶 数 的 无 限 
+. 


【解答 】 

(236) 见 定理 1 ZEH. 

(237) 见 定理 2 之 证 明 。 
+12. 


(238) if Fé = 27 + 1, 则 СОЭ Е) Е) FCD 
FU) ВЖЖ ЕС) = 2" +1 EAK EER p = 641 УЖ 
а = 6700417 Я. - 

Him FOS) — 2 — 29 — 1 — (28 + 1962" + 1X2! + 
D(2 + 1(2 D = F(4F(3)F(2)FC1DF О, p.q М 
BIR R.B fe FOOLFODFOD FOE GO 整除 , 故 由 孙 
子 定理 ,存在 正 整数 4, 使 得 


k=1 (той) 
k=] (той) 
k=- 1 (той) 


XHEBESES я n = 20 是 非 负 整数 ,: REO. 

а) Що +1 = RO +о-а-ъ 
НИ FC) = 27 +1. 

(2) r = 58k. 2 + = KU) — @&— DF 
ЖЕН» = 641. 

G) Щи г +1 = ROT раж 
көк. 

(239) 对 正 整数 上行 数学 归纳 法 ,证 明 : 

T.a=1 (тоёт) 

(240) 设 fu) = fm) ат) = От. ЖЕЖ 
数 上 行 数学 归纳 法 证 明 ， 

f. (m) =1 (modf.(m)) 

(241) за Ло) = 2 一 3, 利 用 归纳 构造 的 方法 显然， 
14) = 5574) = BER k = 34 4, 

设 我 们 有 -个 两 两 互 素 的 元 素 

ТО. Р) Ck て を この <А) 
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% 

S = Ff Uo fO) 
则 S 是 奇数 .S + 1P 22 2 WES MIL BURUR 1: Y 
有 两 数 余数 相同 , 设 

=? (modS), (0 <a << 5) 
802,5) = ом 

2m] (modS) 

#29 ° — 1=1S,W (2 — 3,5) = (15 — 2,5) = (2, 
8 =1, Ла) SS ERG KG f(b — а) ЛС РО), 
ЧОЛА) BER Rr ТЕЖ ЛЕВ, 

(242) ГЩ 239,240 的 构造 方法 证 明 ,也 可 利用 Euclid 
证 明 素数 无 限 性 的 方法 ， 

若 给 定 方程 只 对 有 限 个 素数 pop 
(あか あの" 十 ああ の か + 1S pubes 
ERPF poh 
Омер + p. 


жекет. и 
HER” 
PREHRAT = papspa у= 


| 
нат ЕН а тт И. 
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十 五 人 勾 股 数 組 到 
费 尔 马 大 定理 


【试题 】 

题 243 MRT ноти HRT +y = с: 
zy 能 被 12 整除 。 《莫斯科 ,1936) 

шои 设 上 为 正 整数 ,AM, рок анд + 3k 2 [8] 
《包括 这 两 个 数 在 内 ) 的 所 有 整数 组 成 的 集合 。 能 否 将 M. 分 
ЖМЖ ABER 


жезде GMO d ROB 29 届 ) 


找到 1975 个 点 ,使 得 任 两 点 之 间 的 距离 都 是 有 理 数 。 
АМО, 17 届 ) 
М 26 Gab FJ ЕФЖ. На > bising 


- 2а8 СК), А, = (а? + уви 证 :对 
ар 0<0< pA ба Py innb. 求 证 :对 


-MARE nA 均 为 整数 。 
Bos йу г? HIN 


НЕМИ rfl уй. 
Gn X 1972» 

題 248 求证 : 任 三 个 连续 的 自然 数 中 ,最 大 的 数 的 立方 
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不 可 能 等 于 其 它 两 个 数 的 立方 和 。 《匈牙利 ,1909) 
Шо с + y 是 素数 ,n 为 奇数 ,求证 :r" 十 多 = Zi 
有 正 整 数 解 。 (莫斯科 ,1963) 
№250 设 和 是 自然 数 ,求证 :不 能 存在 整数 了 .7.z, 使 = 

2>00<r<k0<y<k,BR Z +y =m. 
(莫斯科 ,1959; 英 国 ,19807 

Bos 试 求 下 列 方程 的 正 整 数 解 ， 

z” + (r + DU (r+ 2)” СЕЛУ) 


【背景 ] 
公元 前 1000 年 左右 ,我 国 与 巴比伦 人 就 知道 了 关于 直角 
三 角形 的 勾 山 定理 ,并 已 得 到 一 些 勾 股 数组 , 即 方程 
m+y= = У о» 
的 自然 数 解 .比如 (3.4,.5),(5.12,13) 等 -这样 的 数组 又 称 毕 
达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 公 元 前 500 年 左右 ) 数组 。 
定理 1 方程 (1) 的 全 部 自然 数 解 可 表示 为 : 
z = и — dy = 2uud,z = (ut + 74 o 
或 
z = диоду = (ut — уда а = (+04 о 
其 中 gy、g EARB > v, со ЖЕНИ Н био) 
=1. 
EA: BR ARDD VERG Gr ВИО 的 
м. 
反 过 来 ,对 方程 (1) 的 任 一 组 自然 数 解 , 若 (z,y) = 4.04 
дж 7 也 是 方程 (1) 的 一 组 自然 数 解 , 且 = 一 
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お ター オーー JARIR АШ oye 2—1 Е 
военен, 

а= ri + уй = 1 + 1 (mod8) = 2 (пода) 
ШЕ ЛОРА 

Ж з», ВИ РАНК ОКВ xo 是 奇数 ,y ВВ 
ЕР 为 奇数 .因为 


所 以 


TE» = шо, AIO НВ Жа о, 
ALET ^I RS. „Жүн и ad 
数 得 xs 有 不 同 的 奇偶 性 .证 毕 。 
题 243 ”基于 上 述 定 理 。 
题 244 Rot s + 4° — stis 
10 gr + = 13' + 14° 
217 + 22° + 23! + 24' = 25! + 26° + 27° 


№ 245,246 为 定理 ! 之 应 用 。 
费 尔 马 由 方程 (1) 得 到 启发 ,考虑 方程 
nane 


デキ アー デ m 
的 自然 数 解 -他 认为 方程 (4) 5 n > ЕЗ а КА 
知 的 费 尔 马 大 定理 ,这 个 定理 直到 最 近 才 利 用 相当 高 深 的 数 
学 方法 给 予 证 明 ,对 方程 (4) {ЕКЕ Ж EF К) ЖЕНЕ. ТЕХ 
各 种 各 样 的 竞赛 试题 , 

题 247 一 251 即 考 慮 特殊 条件 下 的 方 程 (4) 的 无 解 性 。 


【解答 】 

(243) Bl u v 有 不 同 的 奇偶 性 , 故 Фира 必 能 被 4 整除 . 当 
au 至 少 一 个 能 被 3 整除 时 ,2wvd 能 被 3 整 除 : 当 wv 均 不 能 
被 3 ERE uà — vh 必 能 被 3 整除 .由 定理 1,zy 必 能 被 3 整 
除 ,从 而 zy 必 能 被 12 整除 。 

(244) 能 .因为 

ағ FO! + (2E + k + + ағ 十 3 六 

= QE + 2k + 1)! ++ + ОК + ЗЕ” 

(245) 能 ,对 一 ! племенен 


АГ IU алға 
Жей И EHER o 具有 形式 
и=а-1,0= 2а (1<а<1975) 
当 。 是 不 同 的 正 整 数 时 ,对 应 点 Pus) 不 同 , 且 若 
т=н —-1,у=% 
RIA Pc) 与 PCzvy) ñ EW 
d- la —b| (ab #1) 
@+1)@ +1) 
是 有 理 数 ， 
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(246) h AUR созд = PES x 


А, = GP + БУШ, (соки + isinn@) 
= (а + ОП. Cost + ain の" 
= «+» секса» 


(sing)? (созбу и 
= DCF — Уда чай — мут а 
МА, ми, 
(247) 1 = f yete W 
Qa! m уг 15) = ПИ r + ту + ر‎ < 0 
у-ттъ пи 
НИ +E ААА ВАХ РГ 
FREER ти. 
(248) 者 
Qi — + те (и + 1» 
Ш о-ви + 2, Mn = и зи +2 n = 2.3.4.5, 
Enton? эё 6r 十 2, 得 证 。 
(249) + у РЕКЕ M= r + y = а + 
хубат ا‎ cat ty + at Cy! — o + у ER p 1 УУ ñi z 
2 p.t 


Ey 


кй =з" + у < (+ уб = р 
тв. 
(250) 44 = 1,2 时 ,结论 显然 成 立 。 
MEE GEAR КИ т< у ща 2 y + TUAE 
Q-Ux 2 + ужу-1+у 


即 
4129, 


гау + Су + SY 


得 

пу жу 
从 而 22-4 
ЖИ. 


(251) 5 y га Im 248, Лех. 
Hyd HB + (z + 1° = (z + 2 7 = за 
给 定 方程 的 叭 一 解 是 工 一 3。y 
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十 六 张冠李戴 的 方 


【试题 】 
Hos 设 28m + ] 是 完全 平方 数 , 则 2 + 2 /2 FT 
也 是 完全 平方 数 。 《匈牙利 ,1974) 


题 xs3 ЖЕНЕВА RI 
1+2+3+ = += D G2 + +a 
(IMO & 8,26 КВ) 
mas TWEN FEES FARK, BEF 
LER IF APR. PERA RHE n = 


1. 试 求 下 面 的 两 个 这 种 自然 数 ”， (MO ёж. 届 ) 


Muss а. = [У О т) (п = 1,2,0), Ф 
[<] 表示 ェ 的 整数 部 分 .证 明 : 
O ЖЕЛЕ А 
den та > 1 
GD 有 无 限 多 个 正 整数 "ЕН 
даа та =1 амо #88, 29 届 ) 


Жо ”确定 mm + АКИ н M n BEEK. 
4181. 


B min € (1.2, 1981) G! 一 mn — m°) 


амо ,22 id 

#257 пица БАДЕН а. 

= (rn V2]. (IMO 备 选 题 ,30 Е) 
HOSP dudo do = y = д... = Ar, 

а, ea = 4. xe (по D ЖЕМ— ИВА > 0. 

+1, 《加 拿 大 ,1988) 

题 259 BOE ТЕ а = да = 1.4. = 

Ja. Вана (> DoE: ЫН {4 54 2° 整除 = 时 ,2: ВЖ 

dee (IMO 备 选 题 ,29 届 ) 


WR 

1657 年 ,法 国 数学 家 费 尔 马 向 英国 数学 家 挑战 时 ,提出 
问题 : 求 不 定 方程 

= — Dy = A о» 
的 正 整 数 解 ,其 中 已 是 非 完全 平方 数 。 

RAO. Pell 1610 — 1685) 在 一 本 书 的 附录 中 ,介绍 了 瓦 
里 斯 (Wallis,1616 一 1703) 对 这 个 方程 的 研究 结果 .此 后 , 欧 
拉 误 将 此 方程 称 为 假 尔 方程 ,300 多 年 过 去 了 ,数学 界 以 论 传 
沈 , 至 今 仍 把 方程 (1) Ума. 

тв: 若 忆 是正 的 非 完全 平方 数 , 则 方程 

デー の が ニュ D 
BXRETIESU EG y) 是 方程 (2) 的 使 z 达到 最 小 
OKT у, 也 达到 最 小 ) 的 正 整数 解 ( 称 为 最 小 解 ), 则 方程 (2) 
的 全 部 正 整数 解 可 表示 为 
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r. + /Dy.= (r + Dy)" G= 1.2.4) 
即 


же: 若 忆 是 正 的 非 完全 平方 数 , 则 方程 (1) 或 者 没有 
正 整 数 解 ,或 者 有 无 限 多 组 正 吾 数 解 .而 且 , 若 (7r,,y,) 是 方程 
(2) ММ Can, Bo) 是 方程 (1) 的 使 mw <. z, 的 一 切 可 能 的 
非 负 整 数 解 ( 称 为 基本 特 解 ) ПУ МЕНЕЕ. 
BO 可 表示 为 

а, + JDR, = (а, + ИБ оса + V Dy GM 
de) 
也 就 是 
a. e Bana + Bur s ts = got is 
Lim (Data + Von- n- УБама- Бин 


в. 
үт 
ЖРА Ха ар 
КРАСИ 103 АДРЕСА ЧЕТИ 
ВЕТКИ ETHEM 55 t И АЈ Ж. 


【解答 】 
(252) 设 28n° + 1 = т", Дт — 28n* = 1 这 一 假 尔 方 
程 的 最 小 解 是 m, = 127 = 24, 故 
m = 127 + 24 ИВ): + (127 — 24 28» 
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从 而 
24-2 / е + 1 

= 2+ 2m 

= 2 + (127 + 24 428) + (127 — 24 /48» 

= (8+3 VT)" 248—347» 

= 18 +3 /7y + (8—3 VTYF 

由 牛顿 二 项 式 定理 (8 十 3 VT + (B— 3 7) EW 
Tog. 

(253) Н ЗВОНИК 48 20 + D! 一 2028 * 
= 一 1. 因为 方程 二 — 2y ニー 1 的 最 小 符 解 是 m = 1,8, = 
LEBRA — 2y = 1 的 最 小 解 是 r, = 3 一 2, 故 方程 王 一 
гу = 一 1 的 正 整 数 解 是 

аказа Virsa- Утас 


A UF VI +иа- ту" 
E. ER 


203 aG +2 V2)» - 4298-2 4/2) 


B 


24r 
жадни ai agen 
24.2 
(n = 1,2,3, 
de — 2F 1 得 "是 奇数 , 歼 28° = = + 1= 2 (nod) 


HJ Fm 1 пода) АЙ В 879 


? 
得 存在 无 限 多 对 (kt,n)， 使 得 给 定 方程 成 立 。 


aso пи ous poer 
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бт?, (4л + 3)! — 3(4т) = 1 RFE — ЗУ = 1 的 最 
小 解 是 z, = 2o, = ТИЕН 
= 2+/з“Уља– Уз» 
ES 


2+ 43)—(-— УЗУ 
2/3 
fÉ = — +353 (mod4), у — 4m == 0 (mod4), 由 牛 
S ARER, 4 HUS == 2(mod4), B) k = 4 — 2 МЕ 
整数 )。 从 而 


ат 1,2, ӛн. 分 别 得 = 一 1， КӨРСЕТ Ж 337,65521 BD 
为 所 求 的 两 数 。 

(255) Ла) = Ма ОГ. 

Ја +0- а) 


У а-1,2,3.--) 


CE a 6 


E sss a= 
Уза Fin p Ут d 
к 
mr ME LL e 
Eo + Ta- 
<У2<?2 
fat) fe) 9 ———— а 
УМ Та) + Ут 
в 1</а +) - Ит) <2 п= 123) (3) 
АМ а-а. = 182.2 


малу аға ニタ うれ 
2 


Ла + 19 — f) < 
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Q0r4/2)9'—-0-/2)" 
24/2 

а СЕБЕТ 
т? = r, Hl fon = а. = 上 是 整数 .由 式 (3), 得 

r+1<yom+D<r+2 

7 一 2<</m 一 D<r 一 1 
从 而 a = Сот + D]=r +1, а = [for - 0] 
= r = 2. BD 

биста =le de ==>1. 

(256) FR r? 一 1 的 最 小 解 是 (9,4) HE x — 
5 4 的 基本 特 解 是 (2。 0), (3.1), C3), 077 — Бу 


E 
reat 


2945» 


sty VF = (3+ 5x94 VY 
R rty ¥5 = (7+3 V59 +4 /5)» 
即 су) = 63,19, (7.3, OB. (47.21), (123,56), 
(322,144), (843,377), (2207.987) .(5778,2584) 

Шо? — mn — ту = afl st — mn — т? = + a WE 
Qn — ту — Sm! = 4 Sk (2m +n)? — m =4.й 

# а e E 
" 
„њу 或 3 5 
2 n=y 

Жо, RTEA UARRA Х.Х mn < 1981. 


ЖЕ 
+ 136 + 


m = 987 
_ 2207 + 987 _ 或 
а ере فک‎ 


1957 m = 987 


显然 ,最 大 值 是 m' + n! = 087: + 1597! = 3524578. 


(257) Ж 
ra 92 25 -40—2J/2)« 


2У2 
242? +632 У)» 


2 
(в 101236) 
Mart 2° = пл АЕК 
а. = [n 2] = [Ут] = (V3 1i] 2-1 
に モニ ネイ ERC だ また な な 


4 
22 -‹з-е ушу 


к» VE 
Е ВИ ща 为 完全 平方 数 - 证 毕 . 
《258) r. aR Jan = 45, — у. ВУ 
ШЕУЕНЕЛ-4-41-0 
它 的 两 根 即 特征 根 是 24-3 82- У3. 
所 以 
a та(2+ /ЗУ + – УЗ», 
жтай2% УЗУ +4 — УЗ) 
Ë r, то, = ы-і = 2.8 
а +b = 0 
fe + Ура, + 2- УЗ = 1, 


Та: 
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а +b, =1 
(25 УЗ + @- Fb, = 2, 


(2 キソ 3*ー(2- 43) 

27% 

„- СЪМ + @— /зу 
2 


AO о и-за+1. 
(259) И 258. В а, = 0ла = 1 
Ka = га + ar, (二 1), 得 
_Q+vV3) 一 (一 V2) 
247 
ж „= а Artu узу 


W. HER, НЫ — 22: = С 107,800, HA a, = даба. 
АЙЧ я = POOL 十 D ФИЗ, 

а. = Passes ми) 
Във јато 


ваља 


«ат 


ӨЗЕК, АЙП avs РМ ПРИ 
жее. 
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十 七 ея я яя 
【试题 
ию 已 知 下 面 三 角形 数 表 中 ,每 个 。 代 表 +E 
《不 -- 定 相同 ), 并 且 每 一 个 到 都 等 于 它 底下 一 行 分 处 它 两 人 
的 相 名 两 数 之 和 , 则 表 中 15 人 € 所 代表 的 数 之 便 数 和 为 


《五 羊 杯 .初中 ,三 属 ) 
1 
l, 
2 
ee 2 
3 
1 
дева 
um 
5 
dw US жж 
6 
Bos жува 
|z y. 
(全 苏 ,13 BD 
18262 REA q n + k na o£ ort 
一 工 除 的 余数 ， ORBE 1947) 
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题 263 ЖИ: л+л + r + z + z" fJ 
Ж» 《美国 ,1965) 
#264 EAR 一刀 十 1 除 以 袜 一 1 的 余 式 是 


(A) 1 (09-1 ( 〇 ェ ー1 Ф) ェ キ 1 
( 金 国 初中 1993) 
MOSS Карс Ф, ШИТ a + вх +e =0 
Get. (该 兰 ,1959; 成 都 ,1963) 


M26 设 多 项 式 f(z) = аа" фиг + al r 
ва АЖ, FEA TERK а ТР, 
JO ГОВ) SESS жи. HE fC) = 0 没有 整数 根 。 

(5,1956; ЖМЖ, 19412 

3267 iE FERMA REOS DEDE Вт 
是 完全 平方 数 。 《页 斯 科 ,1951) 

题 268 CREDO 1). 

《莫斯科 ,1935) 

题 269 巳 知 対 任意 的 C Ма,>0.Ң 


Уа = араш. тя. (全国 1989) 
题 270 考察 下 表 


=1 
2+3+4=1+8 
S+6+7+8+9=8+2 
10+11+12+13+ 14 + 15 + 15 = 27 + 64 
推测 由 此 表 所 暗示 的 一 般 法 则 ,用 适当 的 数学 式 子 表 示 它 ,并 
EME. 《美国 ,1948) 
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Hm RFE 


13+ 15 + 17 + 19 = 
21 + 23 + 25 + 27 + 29 == 125 


f WB CE GEE Nep E Hs e Fo X T Мак ЕМИЛ 
шт, С 195880. 


шіп RR + т = P мики. 
CRRIL то 

Hrn HEF j т y нецивънас › 

(01 (3 «95 (196 《长 春 ,1990) 


Bon гутан + 1 = =. 
Що +у- 


(全国 部 分 省 市 初中 数学 通讯 赛 ,6 届 ) 
Hrs M бү, EFRR YH + HERJE 
Ни HA RE EROR ЖН RRR HF KRE ROR, IRR 
出 证 明 。 (浙江 ,初中 ,1993) 
HUS 5 449 写成 十 进 制 数 时 , 它 的 各 位 数字 之 和 
为 4,4 的 各 位 数字 和 为 上 , 求 有 的 各 位 数字 和 (4 与 总 都 写成 


十 进 制 数 )。 (IMO.17 D 
题 277 Ob (aL) Xe HIT xa, = 1989.2, а, LR 
С RO > 0 Жан. CM 9 .1989) 


ҒЫ 


Шіз -tika ,从 它 得 到 另 一 个 三 位 数 556 . 
由 这 两 个 数 中 大 的 数 减 去 小 的 数 ,得 到 =Zici( 人 允许 wa = 0), 
мана ИН Буква ис, RH TF ЕВА :在 某 一 步 ,我 


们 得 到 的 数 或 是 495, 或 是 0。 GENERE 1951) 
Жуз 求证 ,对 任何 整数 "> 3 ЕНИ ту ER 
жет (莫斯科 ,1985) 


тою ЖЯ(а.) 满足 = a, = la, = (а, + 
2)/an- 2 S ORVE ИЕ УН АНА. 


【莫斯科 ,1963) 
题 281 ЕШМШЕ АШК. tec. < 


ーー ュー Ê <} a> DREN л> La вак. 
(IMO 备 选 是 ,29 Е) 
282 йш аш 1 (т >1),л, 50 а 
> 0. RIE FERE #8 z... = ar. — 1, QD. 
( 音 特 南 ,54 RD 

题 283 Olla.) 550.) ЕХШЕ, 


b=1 bam Ма И Tm oae 
ЕГЕ ЖЕГЕ 
27a, <к< т, (IMO 备 选 题 ,30 в) 
Bos ИН. la.) 是 两 两 互 异 的 自然 数组 成 的 无 穷 
嵌 列 ,并 且 这 些 自然 数 的 十 进 制 表达 式 不 含 数 字 零 , 则 袜 1 
4142. 


<%. (4,1971) 
№ 285 Мама. ола кй ,的 
十 进 制 表示 中 数字 9 不 出現 。 uml uote ur 1 < зо. 
амо ва зо м) 
в 286 #—1<т<1,Ж{Ё. 
ュー M+) 
os и | Уа 
并 导出 等 式 
све" - + све" = + све = =$ 
Э 287 ”个 平面 能 够 将 空间 分 成 多 少 部 分 ? 
СЕВР 1938. 
题 288 五 边 形 4BCDE 中 ,AB= ВС =CD = DE, LB 
= ZD = 90". 证 明 ,用 这 样 相 同 的 五 边 形 能 够 铺 满 平面 (彼此 


不 重 登 也 不 相 离 )。 СЕМЕ ,1960) 
289 证明: 由 六 个 边 长 不 同 的 正方 形 不 能 拼 成 一 个 
ж». 《莫斯科 ,1945) 


Ш 2% СС 是 给 定 的 两 个 圆 ,它们 不 相交 , 且 一 个 
在 另 一 个 的 外 部 。 由 一 点 P FEET VIA PT РТ, ЧЕ PT, 
= РТ, RR РЈ. (北京 1956〉 
2: МОО МИРНА МА 的 直线 ! ІІМ 
0.0, FC, Сийяс СЛАНО ДУО, „О, F B, Ва 
л ДАВВ. ОНЫН B] k 5 n HHF A, НЯ 5, О 
F D, D ЕР. OD 点 C C; D, D; 共 图 或 共 线 !(2) 当 且 仅 

当 АС АС, ЖИ О, .0, 的 直径 时 ,B, B, DD: KB. 
амо 4388,30 届 ) 
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题 292 在 边 长 为 ! 的 闭 正方 形 上 任 给 三 点 , 则 必 有 两 
点 ,它们 之 间 的 距离 不 大 于 VS — УР. ( 普 特 南 .21 届 ) 
#293 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任 了 到 五 点 , 则 必 有 两 点 - 
它们 之 间 的 距离 不 大 于 -用 更 小 的 数 代 赵 
成 立 吗 ? ( 普 特 南 ,14 届 : 四 川 少年 百科 知识 竞赛 .1985) 
Hn 以 任意 方式 给 平面 上 每 一 点 染 上 黑色 或 白色 
求证 ,一定 存 在 -个 边 长 为 1 或 /3 的 正三 角形 . 它 的 三 个 顶 
点 是 同色 的 << 28,1986) 
题 295 УМЕБ-ДНЖЕЕНЫЕ> Шик 

HA ERA НЕ АЕ =a U. И I (E? 
Свет 49 > 
WAS - ЖЕ. (F 
,它们 的 相似 比 为 1995, 并 县 每 个 


题 296 平面 上 毎 
企 这 样 的 两 个 相似 三 角 


三 角形 的 三 个 顶点 同色 。 《全 国联 赛 ,1995) 
GYRI 
260 P ff] = FE BPE PE И Ж ЖЕ (Leibnitz. 1646 


1716) 调和 三 角形 ,其 定义 如 下 ,第 =” 行 有 = 个 数 ,第 -- 个 数 <-， 


=, ТТ Sima, = aiy ане 
可 以 证 明 ， 
а<ж<т 
та 


B 261 ЖЗ B WR isi CFinstein, 1879 — 1955) 相对 论 中 
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HEH (A + Lorentz,1853 一 1928) BR: YE v = u(z,y), 
た さる 
jas ےن‎ 
ロー ダ 
则 су (у => 

Bi 262 — 264 与 由 优 特 (E. Вегош „1730 — 1783) 定理 及 
Бала 

ИДЕ = ро) 的 余数 是 
が の 。 

265 — 266 是 哥 德 巴赫 一 个 定理 的 扒 广 . 

ЖЕНЕСИ) 整 系 数 多項式 7) 当 テー0.1 時 的 
diu C МЕ pco = он. 

求 前 ”个 自然 数 的 4 次 等 之 和 5s(mk), 旱 在 18 世 纪 初 , 雅 
可 比 + 贝 努 里 (Jacob Bernoulli, 1654 一 1705) 就 进行 了 全 面 
研究 ( 见 本 丛书 《数学 宫 趣 游 )。 题 267 一 271 与 它 有 关 , 题 
270 一 271 都 是 富有 启发 性 的 问题 。 

把 分 数 表示 成 单位 分 数 ( 即 分 子 为 1 的 分 数 ) 之 和 , 古 埃 
及 人 早 有 过 深入 的 研究 , 题 272 一 275 与 之 有 关 。 

ЛЕОН, 能 否 被 9 整除 ,有 一 个 很 
方便 的 方法 , 即 看 它 的 数字 之 和 能 理 被 9 整除 更 一 般 的 有 如 
FER. 

定理 3 ”一 个 整数 被 9 除 的 余数 与 它 的 数字 和 被 9 除 的 
живя. 

题 276,277 SWERK. 

HFH “ERKE S 的 任 一 元 紊 2 , 依 一 定 规则 得 到 
Е а. € S, 对 a: 依 同样 规则 ,得 到 数 a,E Sin RE 
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到 的 数列 fa.} 是 否 一 定 有 一 项 取 到 某 一 个 与 w 无 关 的 定 值 
e 

BC IUE T So rh t RARE”. 

大 278 是 这 一 理论 的 一 个 问题 

в: БУМ, 

大 280 一 282 与 如 下 定理 有 关 : 

定理 4 数列 {a.) WE asas u = СОЖ 0а, 
#0 (n = 01 ， 则 存在 常数 d, Е Вани = да. 
па фин), 

题 28 E] ЖЕННХ REC IL 7 E R Ei j R í) ik fÚ 


и 

ЕИ Т И I] T. = + сон. 
可 以 证 胃 ,十进制 表示 不 取 某 一 数字 上 的 自然 数 q WARA 
ВО ВАЕ С, AER S Û — с, ДЕ 284 ,285 即 估计 C， 
> 

26 ЖРИРОИХ Ви = cos + isin > ЈИ 


= wri 

E287 NARE: 

定理 5 "点 至 多 可 把 直线 分 成 n 十 1 段 .条 直线 至 多 可 
把 平面 分 成 二 Cn + я 十 D 部 分 mn 个 平面 至 多 可 把 空间 分 成 


Va DO — п +6) NA. 


题 288 为 所 谓 的 * 销 彻 问题 ": 求 多 边 形 Р.ЖІМЕН-- 
146: 


相同 的 多 边 形 P ARTE. В.Р sJ LL 8 E Жїз = fa ЕЯ 
边 形 ,也 可 以 是 正六 边 形 ,但 不 能 是 正 五 边 形 .那么 ,首先 要 考 
JBÍS E.P т ЕК ЖЕ? И.И, 美国 一 家 庭 妇 女 玛 
JERI * Ii (Marjorie Rice, 1923 一 ) ЖИА ЕЖТ И 
研究 ,她 找到 了 58 种 这 样 的 五 边 形 。 

题 289 也 是 漂 于 一 个 著名 的 问题 ;最 少 用 多 少 个 边 长 不 
同 的 正方 形 可 以 拼 成 一 个 矩形 ,甚而 正方 形 ?由 题 289 得 最 小 
fi 之 7, 由 (图 18) ЖЖ ЛЫЙ < 9.(3548.,1980).. 


(H 18) 
Bi 290 中 书 的 轨迹 称 为 圆 C, УС. 的 根 轴 , 是 一 条 直线 。 
题 291 УМЕЮ. 
题 292 一 293 RFM FAE READER dL ERREUR KE 
为 1 的 闭 正方 形 上 任 取 (二 2) 点 , 必 有 两 点 距离 入 d.. 
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显然 心 = И. пасевва = VE — VZ( 题 
МЕ m 

3 d 
Schaer 5j Meir EM d, = 2(2 — Td, = $48 一 


292),4, = 1,4, = ( 293) ,Graham 证 明 4, 


ПА ти IE 
题 294 — 293 EFENA REEE, ОНИ 1973 年 正明 
T FERE. 
定理 6 平面 上 的 点 用 两 种 颜色 到 ,如 无 边 长 为 4 的 同 
色 正三 角形 , 则 必 有 任何 边 长 为 地 ( 关 了 ) 的 同色 正三 角形 。 
另 一 个 同 题 是 , 求 最 大 整数 ", 使 得 平面 的 点 用 种 颜色 
ставаха МАЙЫН È 1E 205 表明 3 < r < 8。 
ROUEN 3 < r < 6。r 的 确定 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 


【解答 】 
(260) 300 


(261) z = © 


(262) 6 

(263) 5r 

(264) ЖА 

(205) ДЕ СУШЕ = руна P 
为 奇数 , 因 * 为 奇数 ,得 9 为 奇数 , 故 aq: + Бра + cp RR, 
ЖАО. 

(266) 若 工 为 奇数 , 则 /(z) = / (а) (mod 2) х 为 偶数 ， 
Шест ЛОР (mod2), bk f GO 对 任何 整数 了 为 奇数 ,不 为 
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(67) P + D + 3 ен + m 

(268) л'(2л' — 1) 

(269) 利用 数学 归纳 法 证 明 。 

(270) с + 1) + 2) t-q + =m + G 
+1Ў 

(271) G! —n+ D + Gh —n + 3) +" + GP — 
pm 

ат) FARS > lL > 51.05 3.6.0 
= 一 2 或 3. 

< tyä 

М2 + y 
Шу-3-1.Ө8у-4 
-б 

х= 二 汪汪 去 入 = 

ще-з 1 отъ вата + 
Ву-2-1, Жу- 3, г- 6 Њу—2=2 Ву-4.г 
=“ 
故 得 tr,yvz} = (2,4.12},(2.6,6},(3,3,6} BE 4.4). 

(273) ЖС) 

(274) 18 (== 3,y = 158 r = 15,y = 3) 


la г 
gn + 1 


„Вг-3 + 


4 
3 
= 12; Ву-3 


7 _1 1949 š 
(275) 335 ав әй” 1000 不 能 表示 , МЯЗ < 
1949 no 1.2.1 
195 ARERR UT DD T >. 
MAMEA жи. 
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不 超过 4 X 4444 = 17776{й, A <9 X 


17776 = 159984,В < 46, ВЕНЕ fü < 13. ВА 
数字 之 和 为 7。 


(217) а = 9 方 法 同上 . 
(278) абс, = 99k (k = 0,1,2,…,9)，, 分 情况 讨论 。 


(279) Ñ n = r = y | BRRL та + = 
Ату 为 奇数 , 仿 


[> E іс» ж ie-» 
1 ж 1 
У-ұйа-» У = 2 (12+ у) 


则 至 少 有 一 组 ry ЕМА 70 + (у) = 20, 
(280) 先 证 定理 4。 


H aian — а! 


aa, а = 
Хажой 
а. ам; а. жа, 


прса 452) 是 党 数列 。 


m 


E 


gazeta itate y 


即 存在 常数 4 ,使 
Gd 
"150。 


HEE, RRHH a, + 0,4 = 4, 故 
аы = 4а та, 

Вана, 为 整数 ,得 a. ХВ. 

(281) Жаға, = Зала + Daa. 

(282) 见 题 280。 


(283) НИНЕ .а. = зіп 于 


x 
5. = tg pu 


sm この te の (0 < の こう ) 
Bu. 
(2840 ЖАНР k GEB 6 У 个 ,它们 的 倒数 之 
和 小 于 


1 1 
GF 


к 
£ Le cy 
Уа<а+ъ+ + 240 


= па + 1 ++) 
= 28. 289681… < 29 
(285) 类 似 上 题 。 
(286) LER 
(287) RER 
(288) 见 (图 19) 
(289) 挫 形 的 四 顶点 分 属 四 个 正方 形 ,剩余 部 分 为 二 形 ， 
若 由 两 个 正方 形 拼 成 , 必 有 两 个 正方 形 边 长 相同 ,矛盾 。 
(290) 可 用 纯 儿 何方 法 ,也 可 用 坐标 法 求 , 点 尸 的 轨迹 是 
过 两 圆 连 心 线 上 一 定点 Q, 且 甜 直 于 连 心 线 的 一 直线 工 ,其 中 
4151" 


quie) 
Q SEI св ава di 分 别 是 


dan-Ho, вая 
мы 


rod SHIUBILC, C, PEE ВОИНОВ, 

(29) 以 点 4 SE Who ВИ. 

(292) & P.Q.S 是 闭 正方 形 ABCD 上 的 任意 三 点 , 若 点 
РЕНН. RIA P fF НИЖЕ ШТА 
РОР S P EQS FIR А РО > PQ,P'S > PS.。 由 此 可 
以 找到 项 点 均 在 正方 形 边 上 的 APQS' ,其 三 边 分 别 不 小 于 
APOS 的 三 边 , 如 果 PQ 、、S' 有 两 点 在 同一 边 上 ,得 证 , 否 
№, № P'.Q .S' 分 别 在 4 だ 、BC、CD E. B АР < DS' ,车 
Р РФ 均 大 于 V6 — VZ, 则 CS CQ EAT УЗ 一 
LANOS < VE- Y 豆 ,得 证 ,以 正方 形 一 顶点 为- 顶点 
的 内 接 正三 角形 的 边 长 为 V5 — 2. 

(293) 把 正方 形 分 成 边 长 为 了 的 四 个 小 正方 形 中 ,至 少 
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和 两 点 在 同一 小 正方 形 中 ,这 两 点 的 距 次 不 大 于 -三 ,用 更 
жив? ,命题 不 成 立 , 因 为 五 点 分 处 正方 开 的 四 个 项 


点 与 中 心 处 时 ,最 小 距离 为 性。 
(294) O 所 有 点 染 同 色 时 ,命题 得 证 。 
® 不 是 所 有 点 染 同 
和 色 时 , 必 有 距离 等 于 2 的 两 点 4 
与 C 异 色 , 设 AC hk B 5 A 
同色 ,那么 , 若 以 AB 为 一 边 的 正 A 
É ABD 5 ABE 2 АА 
色 三 角形 , 则 得 边 长 为 1 的 同色 
正三 角形 , 否则 ,CDE 为 边 长 
ИЗ 之 同色 正三 角形 (图 20) 
(295) 否则 ,距离 为 V 3 る МЕ 203 
两 点 必 同 色 , 得 半径 为 V 3 的 圆 上 的 点 同色 , 故 必 有 距离 为 1 
之 两 点 同色 。 
1 422 
把 平面 分 成 边 长 为 a( 二 < a < E) 的 正方 格 , 对 正方 
KERERE- 6) ,可 证 得 3 改 为 9, 结论 不 成 立 。 
` (296) 任 取 一 点 O 为 圆心 , 作 半 径 为 ~.R 的 两 同心 图 C,、 
C, 在 Ci 上 和 任 取 九 点 ,由 抽 层 原理 , 必 有 五 点 同色 .O 与 这 五 
MERX C, 于 五 点 ,这 五 点 有 三 点 同色 ,此 三 点 所 成 的 三 ， 
5 C, 上 相应 三 点 所 成 的 三 角形 为 同色 三 : 


кЖк = 1995 得 本 题 结论 成 立 。 
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